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Conectividad
En esta unidad, asumimos que los grafos no tienen bucles.

Conectividad

La conectividad de un grafo G, denotada x(G), es el tamafio
minimo de un conjunto S de vértices tales que G — S es disconexo
o tiene solo un vértice.

Un grafo G es k-conexo si su conectividad es al menos k.

Un conjunto separador o corte por vértices de un grafo G es un
conjunto S tal que G — S es disconexo.

Observaciones
» Como un grafo completo no tiene un conjunto separador
entonces k(Ky,) =n —1.

» Si G es un grafo no completo entonces k(G) es el tamafio
minimo de un conjunto separador y k(G) < |[V(G)| — 2.

» Si consideramos Ky, n con biparticién {X, Y} y donde
m,n > 1 entonces todo conjunto separador contiene a X o a
Y. Como X e Y son separadores, k(K n) = min{m,n}.



Conectividad

» Un grafo tiene conectividad 0 si y sélo si: @ es Ki; 0 @ es
disconexo.

» Un grafo tiene conectividad 1 si y sélo si: @ es Ky; 0 @ es
conexo y tiene un vértice de corte.

» Un grafo tiene conectividad 2 si y sélo si: @ es K3; 0 @ es
conexo, no tiene vértices de corte y tiene un conjunto
separador formado por dos vértices.

» Como la remocidn de los vecinos de un vértice dejan un grafo
disconexo o un grafo con un dnico vértice entonces
k(G) < 8(G).

P Esta desigualdad no es ajustada en general. Por ejemplo, si
G = 2K,,, entonces k(G) =0y 8(G) =m —1.



Conectividad de los hipercubos

Hipercubo

El cubo k-dimensional o hipercubo Qy es el grafo simple cuyas
aristas son las k-tuplas con entradas 0 y 1 y cuyas aristas son los
pares de k-tuplas que difieren en exactamente una posicidn.
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Vamos a probar que los hipercubos satisfacen k(Qy) = 6(Qx).



Conectividad de los hipercubos

Lema
Para todo k > 0, k(Qk) = k.

Demostracion.

Como k(Qk) < 8(Qxk) =k, alcanzard con probar que todo
conjunto separador tiene al menos k vértices. Lo probaremos por
induccioén.

Si k € {0, 1} entonces Qy es un grafo completo con k + 1 vértices
y, por lo tanto, k(Qy) = k.

Sea k > 2 y supongamos que k(Qy_1) =k — 1. Consideramos Qyx
como dos copias Q y Q' de Qx_1 mds un matching que une el
vértice correspondiente de Qx en Q y Q’. (...)



Conectividad de los hipercubos

Demostracién (cont.)

Sea S un conjunto separador de Q.

Si Q—Sy Q’—S son conexos entonces, como Qi — S es
disconexo, S debe contener al menos un extremo de cada arista del
matching; pero esto implica que |S| > 2%~ > k (ya que k > 2),
como queremos probar.

Por lo tanto, por simetria podemos suponer que Q — S es
disconexo. Luego, por hipétesis inductiva, [V(Q)NS|>k—1.Si S
no tuviera vértices en Q’ entonces, como todos los vértices de

Q — S tienen vecinos en Q’, Qi — S seria conexo. Esta
contradiccién muestra que S debe contener algdn vértice de Q’.
En consecuencia, |S| > k, como queriamos probar. O



Grafos de Harary
Como la k-conectividad requiere 8(G) > k, todo grafo con n
vértices y k-conexo tiene al menos [nk/2] aristas. Los grafos de
Harary son ejemplos que alcanzan dicha cantidad de aristas.
Grafos de Harary

Dados k y n tales que n > k > 2, ubicamos n vértices sobre una
circunferencia formando los vértices de un n-agono regular.

» Si k es par, formamos Hy ,, haciendo a cada vértice adyacente
a los k/2 vértices mas préximos a él en cada direccién de la
circunferencia.




Grafos de Harary

Grafos de Harary (cont.)

» Si k es impar y n es par, Hy , se obtiene de Hy_1
agregando las aristas que unen vértices diametralmente
opuestos.

En los dos casos precedentes (que son aquellos en los que n o k es
par), Hy n es k-regular.



Grafos de Harary
Grafos de Harary (cont.)

» Si k y n son ambos impares, construimos Hy , a partir de
Hy_1n, con los vértices numerados médulo n, agregando las
aristas {i,i+ (n—1)/2} paracadaie{0,...,(n—1)/2}.

3 2

Hs o

Notemos que siempre que k es impar, Hy , es Hx_1 » mas las
aristas especiales {i,1+ [n/2|} paracada i €{0,..., [(n—1)/2]}.



Grafos de Harary
Teorema (Harary, 1962)

Sin >k > 2 entonces k(Hg ) = k. En consecuencia, el minimo
ndmero de aristas en un grafo k-conexo de n vértices es [kn/2].

Demostracion.

Sea G = Hy n, y consideremos los vértices con la disposicién
circular de la definicién.

Consideramos primero el caso k = 2r. Como §(G) = k, alcanza
con probar que k(G) > k. Para cada S C V(G) tal que |S| < k,
probaremos que G — S es conexo. Consideremos x,y € V(G) —S.
Hay un camino horario de x a y y un camino antihorario de x a y.
Sean A y B los conjuntos de vértices internos de esos caminos.
Como |S| < k, S tiene menos de k/2 elementos en A o en B. Como
en G cada vértice tiene aristas a los siguientes k/2 vértices en cada
sentido de recorrido, borrando menos de k/2 vértices consecutivos
no se puede bloquear el desplazamiento en ninguna direccién.
Entonces podemos encontrar un camino de x ay en G —S a través
del conjunto A o B en el cual S tiene menos de k/2 vértices. (...)



Grafos de Harary

Demostracién (cont.)

Supongamos que k = 2r 4 1 para algin r > 1. El grafo G consiste
en los vértices 0,...,n — 1 con cada vértice adyacente a los r
vértices mds préximos en cada direccién mas las aristas especiales
{i,i+[n/2]} paracadaie{0,...,[(n—1)/2]}. Cuando n es
impar, el vértice |[n/2] es incidente en dos aristas especiales.

Para probar que x(G) = k, consideremos un conjunto separador S
y supongamos, por el absurdo, que |S| < k. Como G — S es
disconexo, existen vértices no adyacentes x e y de G — S tal que
todo camino que une x con Yy en G pasa por S. Sea C(u,v) el
conjunto de los vértices de S que se encuentran al ir de wa v en
sentido horario (sin incluir a u ni a v). El conjunto separador S
debe contener 1 vértices consecutivos de cada C(x,y) y C(y, x)
para poder romper todos los caminos de x a y (si no, uno podria
comenzar en X y dar sucesivos pasos hacia y). Como estamos
suponiendo que |S| < 2r, S consiste exactamente en T vértices
consecutivos en C(x,y) y en C(y, x). (...)



Grafos de Harary

Demostracién (cont.)

Afirmamos que sigue habiendo un camino entre x e y a través de
una arista especial incidente en x 0 y. Sean x’ e y’ los vecinos de
X ey a través de aristas especiales, usando 0 como este vecino
cuando uno de los vértices es [n/2]. Notemos que

|C(x,y)| # |C(y, x)|. En efecto, si fuera |C(x,y)| =|C(y, x|
entonces M seria par y x e Y serian diametralmente opuestos,
contradiciendo que x e y no son adyacentes. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que |C(x,y)| < |C(y, x)|. Notemos que
IC(x",y")| = IC(x,y)| — 1 (donde estos conjuntos tienen tamafios
distintos cuando n es impar, x € {|n/2],. —1}e
y€{0,...,|n/2] —1}). Como |C(x,y)| =, resulta que

IC(x",y )I T — 1. Por lo tanto, cuando borramos r vértices
consecutivos de C(y, x), todos los vértices de C(y,x’) U{x'} o
{y’}U C(y’, x) se preservan. Esto prueba que al menos uno de los
dos caminos entre x e Yy con estos conjuntos de vértices como
vértices internos quedan en G — S. O



Conectividad por aristas

Conectividad por aristas

Un conjunto desconectante de un grafo G es un conjunto F de
aristas de G tal que G — F tiene mds de una componente.

Un grafo es k-arista-conexo si todo conjunto desconectante tiene
al menos k aristas.

La arista-conectividad de un grafo G, denotada k’(G), es el
tamaiio minimo de un conjunto desconectante, es decir, el maximo
k tal que G es k-arista-conexo.

Dados S, T C V(G), denotamos por [S, T] el conjunto de aristas
que tienen un extremo en S y otro en T.

Un corte por aristas es un conjunto de aristas [S,S] donde S es un
subconjunto no vacio y propio de V(G) y S denota V(G) —S.



Conectividad por aristas

Observaciones
» Todo corte por aristas es un conjunto desconectante porque
G — [S, S] no tiene caminos entre S y S.

P La reciproca es falsa porque un conjunto desconectante puede
tener aristas extra.




Conectividad y conectividad por aristas

Teorema (Whitney, 1932)

Si G es un grafo simple entonces

Demostracion.

Las aristas incidentes en un vértice de grado minimo forman un
corte por aristas. Luego, k’(G) < 8(G). Solo resta probar que
k(G) < k/(G). Consideramos un corte por aristas de tamafio
minimo [S, S].

Si cada vértice de S es adyacente a cada vértice de S entonces

k'(G) =[S, Sl =S| - IS| = (IS = 1)) (IS| = 1) + IS| + S| — 1
> [S|+1S|—1=[V(G)—1 > «(G),

como queremos probar. (...



Conectividad y conectividad por aristas

Demostracién (cont.)

Supongamos que, por el contrario, no todo vértice de S es
adyacente a todo vértice de S. Elegimos x € Sey € S tal que x e
Yy no son adyacentes. Sea T el conjunto de todos los vecinos de x
en Sy todos los vértices de S — {x} con vecinos en S. Cada camino
entre x e Y pasa a través de T, asi que T es un conjunto separador.
En particular, k(G) < |T].

M4s atin, el conjunto formado por las aristas de x a TN S junto
con una arista desde cada vértice de TN'S a S consiste en [T|

aristas de [S, S] distintas entre si. Por lo tanto,

O

k(G) < [T <I[S, Sl = «'(G).



Conectividad y conectividad por aristas

» Hemos visto que k(G) = 6(G) si G es un grafo completo, un
grafo bipartito completo, un hipercubo o un grafo de Harary.

» Por el teorema anterior, también k’(G) = 5(G) para estos
mismos grafos.

» Sin embargo, para muchos grafos, el conjunto de aristas
incidentes en un vértice de grado minimo no es el tamano
minimo de un corte por aristas, es decir, k’(G) < 8(G).

» La situacién k’(G) < 8(G) se da precisamente cuando ningin
corte por aristas minimo aisla un vértice.



Conectividad y conectividad por aristas

Grafo tal que k < k' < 0
En el siguiente grafoxk =1, k' =2y § =3:

Notemos que ninglin corte por aristas minimo aisla un vértice.

» Cada desigualdad es arbitrariamente no ajustada.

» Por un lado, si G = 2K, entonces k(G) =k’(G) =0y
5(G)=m-—1.

» Por otro lado, si G consiste en dos cliques de tamafo m que

comparten un (lnico vértice entonces k(G) = 1 pero
K'(G)=58(G) =m—1.



Conectividad y conectividad por aristas

Teorema
Si G es un grafo 3-regular entonces k(G) = k/(G).

Demostracion.

Como k(G) < k’(G), alcanza con considerar un conjunto
separador minimo S de G y mostrar un corte por aristas del mismo
tamafio que |S|. Sean H; y Hjy dos componentes de G —S. Como S
es un separador minimo, cada v € S tiene un vecino en Hj y un
vecino en Hy. Como G es 3-regular, v no puede tener dos vecinos
en Hy y dos en Hy. Para cada v € §, si v tiene un solo vecino en
H; borramos la arista que lo une a su dnico vecino en Hi; de lo
contrario, borramos la arista que lo une a su tnico vecino en Hs.
Veamos que estas k(G) aristas destruyen todos los caminos de H;
a Hy. Consideremos un camino P en G de H; a H» todos cuyos
vértices internos pertenecen a S, donde P entra a S por v; y deja S
por v,. Si la primera arista de P no fue borrada entonces v; tiene
dos vecinos en Hy y uno en Hj; pero esto obliga a que vi =va y
es la dltima arista de P la que fue borrada. []



Conectividad por aristas
Cuando k’(G) < 8(G), un corte por aristas minimo no puede aislar

un vértice. De hecho, sLG es simple, siempre que |[S, S]| < 6(G), el
conjunto S (y también S) tiene que tener més de 5(G) vértices.

Esto se sigue de una relacién entre el tamafo de un corte por

aristas [S, S] y el tamafio del subgrafo inducido por S.

Lema
Si S es un conjunto de vértices en un grafo G entonces

18.81= (X, s de(v) — 2[E(GIS])

Demostracién.
Cada arista en G[S] contribuye dos veces a ) | .5 dg(v), mientras

una arista en [S, S] contribuye solo una vez a esa misma sumatoria.
Como esto cuenta todas las contribuciones, obtenemos

D s da(v) =1IS,S]l+2[E(GIS). O



Conectividad por aristas
Proposicién

Si G es un grafo simple y |[S, S]| < §(G) para algtn subconjunto
no vacio S de V(G) entonces |S| > 6(G).

Demostracion.
Por la proposicién anterior, tenemos que

5(G) > 118,811 = ()___ dlv)) —2[E(GIS])]
Usando que d(v) > 8(G) y 2[E(GIS)| < ISI(IS| — 1), obtenemos
5(G) > II8(G) —ISI(1S|— 1),
Equivalentemente,
(181 = 1)IS] > (IS = 1)8(G).

Como |S| # 0 y la desigualdad implica |S| # 1 entonces |S| > 1.
Cancelando |S| — 1 en ambos miembros obtenemos |S| > §(G). [



Enlaces

Enlace
Un enlace es un corte por aristas que no contiene propiamente otro
corte por aristas.

Por ejemplo, P3 tiene tres cortes por aristas, pero solo dos de ellos
son enlaces porque el tercero contiene a los otros dos.

Proposicién

Si G es un grafo conexo y F es un corte por aristas de G entonces
F es un enlace de G si y sdlo si G — F tiene exactamente dos
componentes.

Demostracion.

Sea F =S, S] un corte por aristas de G.

Supongamos primero que G — F tiene exactamente dos
componentes y sea F’ un subconjunto propio de F. El grafo G — F’
contiene las dos componentes de G — F mas al menos una arista

entre ellos, haciéndolo conexo. Luego, F es un enlace de G.  (...)



Enlaces

Demostracién (cont.)

Para la reciproca, supongamos que G — F tiene mas de dos
componentes y vamos a probar que F no es un enlace. Como G —F

es la unién disjunta de G[S] y GIS], uno de ellos tiene al menos dos
componentes. Supongamos por simetria que es G[S]. Podemos
escribir S = A U B, donde no hay aristas entre A y B. Entonces los

cortes por aristas [A, A] y [B, B] son subconjuntos propios de F, lo
que prueba que F no es un enlace. []



Bloques
Los subgrafos conexos sin vértices de corte forman una

descomposicién que es (til en muchos casos.

Recordemos que hay grafos conexos sin vértices de corte que no
son 2-conexos: Ki y Ko.

Bloques

Un bloque de un grafo G es un subgrafo maximal de G que es
conexo y no tiene vértices de corte.

Si un grafo G es conexo y no tiene vértices de corte entonces G se
dice un bloque.



Propiedades de los bloques

» Una arista de un ciclo no puede ser un bloque ya que estd
propiamente contenida en un subgrafo conexo sin vértices de
corte.

» Por lo tanto una arista es un bloque si y sélo si es una arista
de corte.

» Luego, los bloques de un arbol son sus aristas.
» Si un bloque tiene mas de dos vértices entonces es 2-conexo.

» Los bloques de un grafo sin bucles son sus vértices aislados,
sus aristas de corte y sus subgrafos 2-conexos maximales.



Propiedades de los bloques

Proposicion
Dos bloques en un grafo comparten a lo sumo un vértice.

Demostracion.

Supongamos, por el absurdo, que dos bloques B1 y B tienen al
menos dos vértices en comin. Mostraremos que B; U By es un
subgrafo conexo sin vértices de corte, lo que contradice la
maximalidad de B; y Bo.

Cuando borramos un vértice de Bj, el grafo que se obtiene es
conexo. Por lo tanto, retenemos un camino en B; de cada vértice
no borrado en B a cada vértice no borrado en V(B1) N V(B5).
Como estamos suponiendo que B; y By tienen al menos dos
vértices en comin, borrando un sélo vértice queda algin vértice en
la interseccién. Los caminos desde ese vértice a los vértices de By y
los vértices de B> que quedan muestran que By U By no puede
desconectarse borrando un Unico vértice. Esta contradiccién
provino de suponer que dos bloques compartian mas de un

vértice. []



Grafo bloque-vértice de corte

» Si G es un grafo, cada arista e por si misma es un subgrafo
conexo sin vértices de corte y por lo tanto e es arista de algtn
bloque de G.

» Como dos bloques de un mismo grafo comparten a lo sumo
un vértice, los bloques de un grafo forman una
descomposicién del mismo.

» Cuando dos bloques comparten un vértice, dicho vértice debe
ser un vértice de corte.

P> La interaccidon entre bloques y vértices de corte se describe
por un grafo especial.

Grafo bloque-vértice de corte

El grafo bloque-vértice de corte de un grafo G con conjunto de
vértices de corte X ={x1,..., Xk} y conjunto de bloques

B ={B1,...,Bg} es el {X, B}-bigrafo, denotado B(G), tal que x;B;
es una arista de B(G) si y sélo si x; € Bj.



Grafo bloque-vértice de corte
Ejemplo de G y B(G)

]




Grafo bloque-vértice de corte

Lema
Si G es conexo, B(G) es un arbol.

Demostracion.

Sean B y B’ dos bloques de G y vamos a probar que existe un
camino entre By B’ en B(G). Seanu e Byv e B’. Como G es
conexo, existe un camino de u a v en G. Este camino visita una
secuencia de bloques comenzando en B y llegando a B’ pasando a
través de vértices de corte de G. Esto describe un camino de B a
B’ en B(G). Concluimos que B(G) es conexo.

Probaremos ahora que B(G) no tiene ciclos. Supongamos que x es
un vértice de corte de G que yace sobre un ciclo C de B(G). Sean
B y B’ los vecinos de x en B(G). El camino de B a B’ en C —x
prueba que existe un camino de B —x a B’ —x en G que no pasa
por x, lo cual contradice el hecho que x es un vértice de corte de
G. Concluimos que B(G) es aciclico y luego también un drbol. [

Consecuencia: Si G es conexo y no un bloque, tiene al menos dos
bloques hoja (i.e. cada uno contiene un solo vértice de corte de G).



Grafos 2-conexos

Caminos interiormente disjuntos

Dos caminos de u a v son interiormente disjuntos si no tienen
ningln vértice interno en comdn.

Teorema (Whitney, 1932)

Un grafo G que tiene al menos tres vértices es 2-conexo si y sélo si
para cada u,v € V(G) existen dos caminos de u a v interiormente
disjuntos.

Demostracion.

Si existen dos caminos interiormente disjuntos de u a v, el borrado
de un vértice no puede separar u de v. Luego, si esta condicién se
pide para todo par u,v € V(G), el borrado de ningtin vértice puede
evitar que cada vértice sea alcanzado desde cualquier otro vértice.
Concluimos que G es 2-conexo.

Para la reciproca, supongamos que G es 2-conexo. Vamos a probar
que existen dos caminos de 1 a v interiormente disjuntos por
induccién en k = dg(u,v). (..)



Grafos 2-conexos

Demostracién (cont.)

Supongamos primero que k = 1. Como k'(G) > k(G) > 2, el grafo
G — uv es conexo. Todo caminodeuwaven G—uv es
interiormente disjunto en G del camino u, uv,v.

Supongamos que k > 1. Sea w el (ltimo vértice interior en alglin
camino de longitud minima de w a v. En particular,

dg(u,w) =k — 1. Por hipétesis inductiva, hay dos caminos Py Q
de u a w que son interiormente disjuntos. Si v € V(P) U V(Q)
entonces encontramos los caminos buscados en el ciclo

V(P) U V(Q). Supongamos entonces que v ¢ V(P) U V(Q).

Como G es 2-conexo, G —w es conexo y contiene un camino R de
u a v. Si ningln vértice interior de R pertenece a V(P) U V(Q)
entonces no hay mas nada que probar. Supongamos lo contrario y
sea z el dltimo vértice interior de R en V(P) U V(Q). Por simetria,
podemos asumir que z € P. Combinando el subcamino de P que va
de u a z con el subcamino de R que va de z a v se obtiene un
camino de u a v interiormente disjunto de Q, wv, v. O]



Lema de expansién

Lema de expansion

Si G es un grafo k-conexo y G’ se obtiene a partir de G agregando
un nuevo vértice y con al menos k vecinos en G entonces G’ es
k-conexo.

Demostracion.

Probaremos que todo conjunto separador S de G’ tiene al menos k
vértices. Si y € S entonces S —{y} separa G, asi que S| > k+1. Si
y ¢ Sy Ngl(y) CS, entonces |S| > k. Solo resta considerar el caso
enquey ¢ Sy Ng(y) €S. En este caso, y y N(y) — S yacen en
una dnica componente de G’ —S. Como S separa G’ entonces S
debe separar G. Como G es k-conexo, |S| > k. O



Grafos 2-conexos

Teorema
Para cada grafo G con al menos tres vértices, las siguientes
condiciones son equivalentes:

© G es conexo y no tiene vértices de corte.

@ Para todos dos vértices x e y de G, existen caminos de x a y
interiormente disjuntos.

© Para todos dos vértices x e y de G, existe un ciclo por x e y.

@ 5(G) > 1y cada par de aristas de G yace en un ciclo comtn
de G.

Demostracion.

La equivalencia @ < @ se sigue del teorema de Whitney que
acabamos de ver.

La equivalencia @ & @ es inmediata pues la existencia de un ciclo
por X e Yy equivale a la existencia de caminos de x a y
interiormente disjuntos. (..)



Grafos 2-conexos

Demostracién (cont.)

Veamos que @ = @. La condicién 6(G) > 1 implica que los
vértices X e Yy no son aislados. Aplicamos la tltima parte de @ a
un par de aristas incidentes en x e y. Si existe una tnica tal arista,
aplicamos la lltima parte de @ a dicha arista junto con cualquier
otra arista incidente en un tercer vértice.

Para completar la demostracién supongamos que G satisface las
propiedades equivalentes @ y @ y probaremos @. Como G es
conexo, 6(G) > 1. Consideremos dos aristas uv y xy. Agregamos a
G los vértices w con vecindad {u, v} y z con vecindad {x,y}. Como
G es 2-conexo, el lema de expansién implica que el grafo G’
resultante es 2-conexo.

Luego, la condicién @ vale para G’, asi que w y z yacen en un
ciclo C en G’. Como cada uno de w y z tiene grado 2, C debe
contener los caminos u, w, Vv y X, z,y pero ninguna de las aristas
uv y xy. Reemplazando los caminos u,w,v y x,z,y en C por las
aristas uv y xy se encuentra un ciclo por uv y xy en G. Ol



Grafos 2-conexos
Subdivisién
En un grafo G, una subdivisién de una arista uv es la operacién de

reemplazar uv con un camino u, w, v a través de un nuevo vértice
w (que no tiene otros vecinos que uy V).

Corolario
Si G es un grafo 2-conexo y G’ es un grafo que se obtiene de G
subdividiendo una arista entonces G’ es 2-conexo.

Demostracion.

Sea G’ formado a partir de G agregando un vértice w por la
subdivisién de uv. Por el teorema anterior, para mostrar que G’ es
2-conexo alcanza con encontrar un ciclo a través de aristas
arbitrariamente elegidas e y f de G’.

Supongamos que e, f € E(G). Como G es 2-conexo, e y f yacen en
un ciclo comin C de G. Luego, e y f yacen en el ciclo de G’ que
se obtiene de C reemplazando la arista uv con el camino u,v,w
(en caso que la arista uv sea una arista de C). (..)



Grafos 2-conexos

Demostracién (cont.)

Siee€ E(G) y f € {uw, wv} entonces modificamos de la misma
forma el ciclo C de G que contiene a e y a uv.

Si e, f € {uw, wv} modificamos de la misma manera un ciclo
cualquiera de G que contiene a uv.

Los grafos 2-conexos tienen una caracterizacién que asegura su
construccidn a partir de un ciclo y caminos: la descomposicidn en
orejas.

O



Descomposicién en orejas

Orejas
Una oreja de un subgrafo H de un grafo G es un camino no trivial
en G cuyos (nicos vértices de H son sus extremos.

Descomposicién en orejas

Una descomposicién en orejas de G es una descomposicién
Po,..., Py de G tal que Pg es un cicloy, paracadaie{l,...,k},
Py es una orejade PpU---UP;_1 en G.

P3

P2 P1



Grafos 2-conexos

Teorema (Whitney, 1932)

Un grafo es 2-conexo si y sélo si tiene una descomposicién en
orejas. Mas alin, cada ciclo en un grafo 2-conexo es el ciclo inicial
en alguna descomposicién en orejas.

Demostracion.

Para probar que todo grafo que tiene una descomposicién en orejas
es 2-conexo observamos que los ciclos son 2-conexos y probaremos
que agregar una oreja preserva la 2-conexidad. Sean wy v los
extremos de una oreja P que se agrega a un grafo 2-conexo G. El
agregado de una arista no puede reducir la conectividad asi que

G + uv es 2-conexo. Una sucesion de subdivisiones de aristas
transforma G +uv en el grafo G U P en el cual P es una oreja de
G. Como las subdivisiones preservan la 2-conexidad entonces G U P
es 2-conexo. (...)



Grafos 2-conexos

Demostracién (cont.)

Dado un grafo 2-conexo G, construimos una descomposicién en
orejas de G a partir de un ciclo cualquiera C de G. Vamos a
construir recursivamente una secuencia Gg, G1, Gp, ..., Gk donde
Go = C, cada uno de los siguientes grafos se obtiene del anterior
por el agregado de unaorejay Gy =G. Sii >0y G; #G,
consideramos una arista uv de G — E(Gy) y una arista xy de
E(Gi). Como G es 2-conexo, uv y xy yacen en un ciclo comin C’
de G. Sea P el camino en C’ que contiene a uv y exactamente dos
vértices de Gy, uno en cada extremo de P. Ahora P puede
agregarse a G; para obtener un subgrafo Gj 1 de G en el cual P
es una oreja. Como Gj1 tiene mas aristas que G, este proceso
culmina en algin Gy = G. O



Grafos 2-arista-conexos

Cada grafo 2-conexo es 2-arista-conexo, pero la reciproca no vale.

El siguiente grafo (conocido como butterfly o bowtie)

es 2-arista-conexo pero no 2-conexo.

Como los grafos 2-arista-conexos son mds generales, se requiere de
una operacién mdas general para su descomposicion.



Grafos 2-arista-conexos

Oreja cerrada

Una oreja cerrada de un subgrafo H en un grafo G es un ciclo C
en G que tiene un unico vértice en H.

Descomposicién en orejas cerradas

Una descomposicién en orejas cerradas de G es una
descomposicidn Py, ..., Px de G tal que Pg es un ciclo y, para cada
ie{l,...,k}, P; es una oreja (abierta) o una oreja cerrada de
PoU---UP;_1.



Descomposicién en orejas cerradas

Teorema

Un grafo es 2-arista-conexo si y sélo si tiene una descomposicién
en orejas cerradas. Mas alin, cada ciclo de un grafo 2-arista-conexo
es el ciclo inicial en alguna descomposicién en orejas cerradas.

Demostracion.

Recordemos que las aristas de corte son aquellas que no
pertenecen a ningtin ciclo. Luego, los grafos 2-arista-conexos son
aquellos grafos conexos en los que toda arista pertenece a algtin
ciclo. El ciclo inicial es 2-arista-conexo y, cada vez que agregamos
una oreja o una oreja cerrada, cada una de las aristas que se
agrega pertenece a un ciclo. (..)



Descomposicién en orejas cerradas

Demostracién (cont.)

Reciprocamente, dado un grafo 2-arista-conexo G, sea Py un ciclo
en G. Vamos a construir recursivamente una secuencia

Go, G1, Go, ..., Gy donde Gy = Py, cada uno de los siguientes
grafos se obtiene del anterior por el agregado de una oreja abierta
o cerraday Gy = G. Sea i > 0 y supongamos que G; # G. Como
G es conexo, existe una arista uv € E(G) — E(G;) con u € V(G;).
Como G es 2-arista-conexo, uv pertenece a algtn ciclo C de G.
Sea Pi,1 el camino o el ciclo que se forma recorriendo C desde u
hasta volver a V(G;). Entonces P;, 1 es una oreja abierta o cerrada
de Gy en G ysea Gir1 = Gy UPj;1. Como Gy, tiene mas aristas

que Gj, este proceso termina en algin Gy = G. O



Orientacién de mapas de caminos

i Cudndo es posible dar a cada tramo en un mapa de caminos un
sentido de circulaciéon de manera que todas las ubicaciones del
mapa sean alcanzables entre si?

Recordemos que una orientacién de un grafo G es un digrafo D
que se obtiene ordenando los extremos de cada arista para que uno
de ellos sea la cola y otro la cabeza y que un digrafo D es fuerte si
para cada par ordenado (u,v) de vértices de D existe un camino
de u a ven D. Usando esta terminologia, la pregunta anterior
puede formularse de la siguiente forma: jcudndo un grafo admite
una orientacién fuerte?

Por ejemplo, el siguiente grafo no admite una orientacién fuerte:



Grafos 2-arista-conexos

El siguiente teorema es un ejemplo de aplicacién del teorema de
descomposicién en orejas cerradas.

Teorema (Robbins, 1939)

Un grafo tiene una orientacién fuerte si y sélo si G es
2-arista-conexo.

Demostracion.

Sea G un grafo. Si G fuese disconexo entonces G no tendria
orientaciones fuertes. Si G tuviese una arista de corte con extremos
uy v que en una orientaciéon D de G se orientase de u hacia v
entonces no habria caminos de v a u en D. Concluimos que para
que G tenga una orientacion fuerte debe ser 2-arista-conexo.
Reciprocamente, supongamos que G es 2-arista-conexo.
Consideremos una descomposicion en orejas cerradas de G. Si
orientamos el ciclo inicial como un (digrafo) ciclo y cada camino
como un (digrafo) camino entonces, por induccién, el grafo
resultante es fuerte. O



Teorema de Menger

Hemos comparado dos medidas de buena conexién:
invulnerabilidad a borrado de vértices y multiplicidad de caminos
alternativos. Extendiendo el Teorema de Whitney, mostramos que
estas dos condiciones coinciden. Para ello debemos introducir
medidas “locales” de la conexidad entre pares de vértices.

X, Yy-separador/corte. kg(x,y). Ag(x,y)

Dados vértices distintos x,y € V(G), un conjunto

S C V(G) —{x, y} es un x, y-separador o x, y-corte si G — S no
tiene un camino de x a y. Denotamos por kg (x,y) el tamafo
minimo de un X, y-corte.

Denotamos por Ag(x,y) el tamafio maximo de un conjunto de
caminos de x a y interiormente disjuntos de a pares.

X, Y-camino
Si X, Y C V(G), un X,Y-camino es un camino que tiene su primer
vértice en X, su dltimo vértice en Y y ningln otro vértice en XUY.



Teorema de Menger
Un x, y-corte debe contener un vértice interior de cada camino de
x a y. Como ningtin vértice puede ser interior a dos caminos
interiormente disjuntos:

Kg(x,y) = Ag(x,y).

Luego, los problemas de corte minimo entre dos vértices y de
conjunto maximo de caminos interiormente disjuntos entre estos
mismos vértices son duales.

X
| Z
O L ]
Yy
kKe(x,y) =Ag(x,y) =4 kKg(w,z) =Ag(w,z) =3

El grafo G es 3-conexo y entre cada par de vértices podemos
encontrar tres caminos interiormente disjuntos.



Teorema de Menger

Teorema de Menger (Menger, 1927)

Si x e y son vértices no adyacentes de un grafo G entonces el
tamafno minimo de un X, y-corte es igual al tamafio mdximo de un
conjunto de caminos de x a y interiormente disjuntos entre si.

Demostracion.

Un X, y-corte debe contener al menos un vértice interno de cada
camino en un conjunto de caminos de x a y interiormente
disjuntos entre si. Como estos vértices internos son distintos dos a
dos entonces kg (x,y) = Ag(x,y).

Vamos a probar la igualdad por induccién en n = [V(G)|.

Sin =2, como x e y no son adyacentes, Kg(x,y) = Ag(x,y) =0.
Supongamos que n > 2. Sea k = kg (x,y). Vamos a construir k
caminos de x a y interiormente disjuntos entre si. Notemos que
como N(x) y N(y) son x, y-cortes entonces ningtin corte minimo
contiene propiamente N(x) o N(y). (...



Teorema de Menger

Demostracién (cont.)

Caso 1: G tiene un x, y-corte minimo S distinto de N(x) y N(y).
Para obtener los k = |S| caminos deseados, combinaremos k

X, S-caminos y k S, y-caminos que obtendremos por hipdtesis
inductiva.

Sea Vi el conjunto de vértices en S, x-caminos y V5 el conjunto de
vértices en S, y-caminos. Afirmamos que S =V; N'V,. Como S es

un x, y-corte minimal, todo vértice de S pertenece a un camino de
x a y; por lo tanto, S C V3 N'Vs. (...)



Teorema de Menger

Demostracién (cont.)

Supongamos por el absurdo S #ViNVyyseave (ViNVy) —S.
Luego, el subcamino de x a v en un x, S-camino y el subcamino de
v ay en un S,y-camino forman un x, y-camino que evita el

x, Yy-corte S. Esta contradiccién prueba que S =V; NV, Del
mismo modo, V7 no interseca N(y) —S y V> no interseca N(x) —S.

Formamos H; agregando a G[V1] un vértice y’ con aristas a todo
S y formamos Hj agregando a G[V,] un vértice x’ con aristas a
todo S:




Teorema de Menger

Demostracién (cont.)

Cada camino de x a y en G empieza con un x, S-camino
(contenido en Hj), asi que todo x,y’-corte en Hj es un x, y-corte
en G. Por lo tanto, Ky, (x,y’) = k. Andlogamente, ky,(x’,y) = k.
Como Vj no interseca N(y) — S y V5 no interseca N(x) — S
entonces tanto H; como Hj tiene menos vértices que G. Como
V1NV, =S, los k caminos de x a y’ en Hy con y’ borrado y los k
caminos de x” a y en Hj con x’ borrado son x, S-caminos y

S, y-caminos, respectivamente, que se combinan para formar k
caminos de x a Yy en G interiormente disjuntos de a pares. (...)



Teorema de Menger

Demostracién (cont.)
Caso 2: Los dnicos x,y-cortes minimos son N(x) y N(y).

Por un lado, si G tiene un vértice v ¢ {x} U N(x) U{y} U N(y)
entonces Kg_v(x,y) =k (ya que v no pertenece a ningln corte
minimo) y, aplicando la hipétesis inductiva a G — v se obtienen los
k caminos deseados de x a y en G. Por otro lado, si existe

u € N(x) N N(y) entonces kg_v(x,y) =k —1 (ya que u aparece
en cada x, y-corte minimo) y, aplicando la hipédtesis inductiva a

G —u, se obtienen k — 1 caminos que se pueden combinar con el
camino x, u,y. Concluimos que podemos asumir que N(x) y N(y)
particionan V(G) —{x, y}. Sea G’ el grafo bipartito con biparticién
{N(x), N(y)} y conjunto de aristas [N(x), N(y)]. Todo camino de
x a Yy en G usa alguna arista de N(x) a N(y), de manera que los
X, y-cortes en G son precisamente los cubrimientos por vértices de
G’. Luego, B(G’) = k. Por el teorema de Kdnig, G’ tiene un
matching de tamaio k. Estas k aristas dan lugar a k caminos de x

a y de longitud 3 e interiormente disjuntos entre si. O



Teorema de Menger

Vamos a derivar una variante del Teorema de Menger para caminos
disjuntos por aristas. Para ello definimos medidas “locales” de la
conectividad a través de aristas.

kG (x,y). Ag(x,y)
Sean x e y dos vértices de un grafo G.

Un conjunto x, y-desconectante es un conjunto de aristas de G
cuya remocién hace que y no sea alcanzable desde x. Denotamos
por Kk (x,y) el tamafio minimo de un conjunto X, y-desconectante.

Denotamos por A(; (x,y) el tamafio maximo de un conjunto de
caminos de x a y disjuntos por aristas.

La derivacién de la variante del Teorema de Menger para caminos
disjuntos por aristas se obtendrd aplicando al teorema original el
operador ‘“grafo de linea”.



Teorema de Menger

Grafo linea

El grafo linea de un grafo H, denotado L(H), es el grafo cuyos
vértices son las aristas de H y dos aristas de H son adyacentes en
L(H) si y sélo si son distintas e inciden en un vértice comun.



Teorema de Menger

Teorema

Si x e y son Vértices distintos de un grafo G, el tamafo minimo de
un conjunto x,y-desconectante de aristas es igual al tamafio
maximo de un conjunto de caminos de x a y disjuntos por aristas.

Demostracion.

Sea G’ el grafo que se obtiene de G agregando dos nuevos vértices
sy t y dos nuevas aristas sx e yt. Esto no cambia k’(x,y) ni

A (x,y) y podemos pensar en cada uno de los camino de x a y
como comenzando en la arista sx y terminando en la arista yt.

a d f
. a d fy S yt
G':s t L(G'):
b e 9
b € g

()



Demostracién (cont.)

SX yt

b e g
Un conjunto de aristas desconecta x e y en G si y sélo si es un
sx, yt-corte en L(G’). En particular, kg (x,y) = k(g (sx, yt).
De forma similar, caminos de x a y en G que no comparten aristas
se transforman por el operador grafo de linea en caminos
interiormente disjuntos de sx a yt en L(G’) y viceversa. Luego,
Ag(xY) = A g (sx,yt).
Como x # Yy, no tenemos aristas de sx a ty en L(G’). Aplicando el
Teorema de Menger a L(G’) concluimos que

kG (x,Y) =k (a(sx,yt) = Aren (sx, yt) =Ag(x,y). O



Teorema de Menger
La versién global para grafos k-conexos, debida a Whitney (1932),
se conoce también como Teorema de Menger.

Para su demostracién, utilizaremos el siguiente resultado
preliminar.

Lema
El borrado de todas las aristas que unen un mismo par de vértices
reduce la conectividad en a lo sumo 1.

Demostracion.

Sea G un grafo y sean x e y dos vértices adyacentes en G.
Denotamos por G — xy el grafo que se obtiene borrando todas las
aristas que tengan a x y a y como extremos. Como cada conjunto
separador de G es un conjunto separador de G — xy, tenemos que
k(G —xy) < k(G). Si k(G —xy) = k(G) no hay nada que probar.
Supongamos que k(G —xy) < k(G) y sea S un conjunto separador
de G —xy tal que |S| < k(G). Como G —S es conexo, (G—xy)—S
tiene dos componentes G[X] y G[Y], conx € Xey €Y. En G—S§,
las dnicas aristas uniendo X con Y unen x con y. (...)



Teorema de Menger

Demostracién (cont.)

Si |X| > 2 entonces S U {x} es un conjunto separador de G v, luego,
kK(G) < k(G —xy) + 1; es decir, k(G —xy) > k(G) — 1.

Por simetria, la misma desigualdad vale si [Y| > 2.

En caso contrario, |S| = [V(G)| — 2. Como estamos asumiendo que
IS| < k(G), se sigue que

K(G) = S|+ 1=|V(G)[—-1,

lo que implica que cualesquiera dos vértices distintos de G son
adyacentes en G. Pero entonces

K(G—xy) =|V(G)|-2=«(G) — 1,

como queriamos probar. []



Teorema de Menger

Teorema

Sea G un grafo. La conectividad de G es igual al maximo k tal que
AG(x,y) = k para todos los vértices distintos x e y de G. La
arista-conectividad de G es igual al maximo k tal que A;(x,y) > k
para todos los vértices distintos x e y de G.

Demostracion.

Para la afirmacién sobre conectividad, notamos que

kG (X,y) =Ag(x,y) para todos los x e y no adyacentes en G y
que k(G) es el minimo de esos valores. Alcanza con probar que
AG(x,y) no puede ser mas pequeio que k(G) cuando x e y son
adyacentes. Si G —xy se obtiene removiendo todas las aristas entre
x ey, por el Teorema de Menger (versidn local) y el lema anterior:

)\G(va) P 1+}\Gfxy (va) = 1+KGfxy(va) = 1+K(G_XU) = K(G)

Como «'(G) = miny yev(G)x2y Kg (X Y), la afirmacién sobre
arista-conectividad se sigue de inmediato del teorema anterior. [



Lema del abanico

Abanico

Dados un vértice x y un conjunto U vértices, un x, U-abanico es
un conjunto de caminos de x a U tales que de a pares solo
comparten el vértice x.

Lema del abanico (Dirac, 1960)

Un grafo es k-conexo si y sélo si tiene al menos k + 1 vértices vy,
para cada eleccién de x y U con [U| > k, tiene un x, U-abanico de
tamaiio k.



Lema del abanico

Demostracion.

Supongamos que G es k-conexo. Luego, G tiene al menos k + 1
vértices. Sean x y U tales que [U] > k. Sea G’ que se obtiene
agregando un vértice y adyacente a todos los vértices de U. El
lema de expansién implica que G’ es también k-conexo vy el
Teorema de Menger asegura la existencia de k caminos de x a y
interiormente disjuntos. Borrando y de dichos caminos se obtiene
un x, U-abanico de tamano k.

Reciprocamente, supongamos que G tiene al menos k + 1 vértices
y satisface la condicién del abanico. Luego, para cada v € V(G),
U = V(G) — {v} satisface [U| > k y existe un v, U-abanico de
tamaiio k. Esto prueba que todo vértice de G tiene al menos k
vecinos. Dados w,z € V(G), sea U = N(z). Como [U| > k,
tenemos un w, U-abanico de tamaio k. Extendiendo cada camino
con una arista hasta z, obtenemos k caminos de w a z
interiormente disjuntos, por lo que Ag(w, z) > k. Como w y z son
arbitrarios, G es k-conexo. O



Generalizacion del lema del abanico

Teorema

Sea G un grafo k-conexo y sean X e Y dos conjuntos disjuntos de
vértices de G a cuyos elementos se asignan pesos enteros positivos
uyw tales que } -y u(x) = Zer w(y) = k. Entonces G tiene
k caminos internamente disjuntos de X a Y tales que u(x) de ellos
tienen un extremo en x para cada x € X y w(y) de ellos tienen un
extremo en y para caday € Y.

Demostracion.

Replicamos los vértices de X e Y, agregando vértices con la misma
vecindad de manera de conseguir u(x) copias de cada x € X'y
w(y) copias de cada y € Y. Como G es k-conexo, cada vértice de
G tiene k 0 mas vecinos y, por el lema de expansién, el grafo asi
obtenido es también k-conexo. Por dltimo, agregamos un vértice
adicional s adyacente a todas las copias de vértices de X y un
vértice t adyacente a todas las copias de vértices de Y. Llamamos
G’ al grafo asi obtenido. Como s y t tienen k vecinos, el lema de
expansién asegura que G’ también es k-conexo. (...)



Generalizacion del lema del abanico

Demostracién (cont.)

Por el Teorema de Menger, hay k caminos de s a t internamente
disjuntos en G’. Si les borramos los extremos s y t obtenemos
caminos disjuntos por vértices que unen las k copias de vértices de
X con las k copias de vértices de Y. Reemplazando cada copia de
un vértice de X o de Y por el vértice original, se obtienen los
caminos buscados. O



Conectividad y ciclos

Teorema (Dirac, 1960)

Sea G un grafo k-conexo para algin k > 2. Si S es un conjunto de
k vértices de G entonces G tiene un ciclo cuyo conjunto de vértices
contiene a S.

Demostracion.

Por induccién en k. El teorema vale para k = 2 por el Teorema de
Whitney.

Supongamos que k > 2. Sea S un conjunto de k vértices de G y sea
x € S. Como G es también (k — 1)-conexo, la hipétesis inductiva
implica que los elementos de S —{x} yacen en algtn ciclo C de G.
Supongamos primero que |[V(C)| =k — 1. Como G es

(k — 1)-conexo, el lema del abanico nos asegura la existencia de un
x, V(C)-abanico de tamafio k — 1 y los caminos del abanico desde
dos vértices consecutivos del ciclo permiten extender C a un ciclo
que contiene a x. (...)



Conectividad y ciclos

Demostracién (cont.)

Por lo tanto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
[V(C)| = k. Como G es k-conexo, G tiene un x, V(C)-abanico de
tamafo k. Afirmamos que nuevamente tiene dos caminos que se
desvian de C para formar un ciclo que contiene a x manteniendo
los vértices de S —{x}. Sean v1,...,vi_1 los vértices de S — {x}
siguiendo su orden de aparicién en un recorrido de C y, para cada
ie{l,..., k—1}, sea V; el conjunto de vértices de C desde v;
hasta el vértice inmediatamente anterior a vi 1 (siguiendo el
mismo recorrido de C y donde vy denota vi).

Por construccién, P ={V1, ..., Vx_1} es una particién de V(C) en
k — 1 conjuntos. Como el x, V(C)-abanico tiene k caminos, el
principio del palomar implica que dos de ellos llegan a V(C) en
vértices u y 1’ que pertenecen a un mismo conjunto de P.
Reemplazando el camino de u a 1’ en C por los caminos de u a x
y de x a u’ en el abanico se construye un nuevo ciclo que contiene
a x y pasa por todos los vértices en S —{x}. O



Flujo en redes

Consideremos una red de cafierias con vélvulas que permiten el
flujo en una tnica direccién. Cada tramo de la caferia tiene una
capacidad de flujo por unidad de tiempo. Modelamos esta situacién
con un vértice en cada unién de cafierias y una arista dirigida para
cada tramo de la caferia, con un peso que indica su capacidad.
Asumimos también que el flujo no puede acumularse en las
uniones. Dados dos puntos s y t de la red nos preguntamos: jcual
es la maxima cantidad de flujo (por unidad de tiempo) de s a t?

Esta pregunta surge en muchas situaciones, por ejemplo, una red
de rutas con limitaciones al transito o una red de computadoras
con determinadas capacidades para la transmisién de datos entre
ellas.



Flujo factible

Red
Una red es un digrafo con capacidades no negativas c(e) para cada
arista e y dos vértices distinguidos: una fuerte s y un sumidero t.

Flujo

Un flujo f es una funcién que asigna un valor f(e) a cada arista e
de la red. Denotamos por f*(v) el flujo total a través de aristas
que dejan v y por f~(v) el flujo total a través de aristas que
ingresan a v.

Flujo factible

Un flujo es factible si satisface las restricciones de capacidad
0 < f(e) < c(e) para cada arista e y las restricciones de
conservacién f1(v) = f~(v) para cada vértice v & {s, t}.



Flujo maximo

Valor de un flujo

El valor val(f) de un flujo f es el flujo neto entrante f—(t) — ™ (t)
en el sumidero.

Obseracién

El flujo cero, que asigna a cada arista el valor 0, es un flujo factible
de valor 0.

Flujo maximo

Un flujo maximo en una red es un flujo factible con valor maximo.



Ejemplo

En la siguiente red mostramos un flujo no nulo. Las capacidades de
las aristas se muestran entre paréntesis.

u v 11)
1(2) 0(2) 1(2)
S t
0(2) 1(2) 1(2)

111 Y *111) Y

Un camino de la fuente al sumidero por aristas que no tuvieran su
capacidad colmada nos permitiria incrementar el flujo. En este caso
no hay ningiin camino a lo largo del cual ninguna arista tenga su
capacidad colmada. Sin embargo existe un flujo con valor 2. El
flujo en este segundo caso resulta ser maximo, ya que ningin otro
flujo factible tiene valor mayor a 2.



Caminos aumentantes

Vamos a presentar una forma mas general de incrementar el flujo
en una red. Ademds de permitir pasar flujo en la direccién de
aristas que no tienen su capacidad colmada, también vamos a
permitir contrarrestar flujo presente con flujo en la direccién
opuesta. En nuestro ejemplo, podemos llevar una unidad adicional
del flujo de s a t contrarrestando el flujo de v a x.

RO w 1)y w 1)y

1(2) 0(2) 1(2) 0(2) 1(2) 1(2)

S t s t s t

0(2) 1(2)  0(2) 1(2)  1(2) 1(2)
X 111) Y X 1(1) Y X 111) Y



Caminos aumentantes

uw 1)y
1(2) 0(2)
S t
0(2) 1(2)

X 111) Y

Caminos con tolerancia positiva

Si f es un flujo factible en una red N y P es un camino en el grafo
subyacente de N con un extremo en s entonces P es de tolerancia
positiva si para cada e € E(P) valen las siguientes condiciones:

@ si P recorre e en la direccién de la red entonces f(e) < c(e); y
@ si P recorre e en la direccién contraria entonces f(e) > 0.

Para cada arista e de P definimos la tolerancia €(e) como igual a
c(e) —f(e) o f(e) dependiendo de si P recorre e en el sentido de N
o el contrario. La tolerancia de P es min.cg(p) €(e).



Caminos aumentantes

Camino f-aumentante
Si f es un flujo factible en una red N, un camino f-aumentante es
un camino de tolerancia positiva con extremos s y t.

w 1)
1(2) 0(2)
S t
0(2) 1(2)

X 11) Y



Caminos aumentantes

Lema

Si P es un camino f-aumentante con tolerancia z entonces
incrementando el flujo en z en las aristas recorridas por P en la
direcciéon de la red y decrementando el flujo en z en las aristas
recorridas por P en la direccién contraria a la red produce un flujo
factible f’ con valor val(f’) = val(f) + z.

Demostracion.
La definicién de tolerancia asegura que 0 < f’(e) < c(e) para cada
arista e, de manera que f’ satisface las restricciones de capacidad.
Solo debemos verificar las restricciones de conservacion en los
vértices de P, ya que el flujo no cambia en los demas vértices.
En las aristas de P incidentes en un vértice interno v de P se da
alguna de las siguientes situaciones:

+z V +z +z V —z —z VvV +z —z V —z

En todos los casos, los cambios en los flujos salientes y entrantes
en v son iguales, por lo que el flujo neto en v sigue siendo 0. (...)



Caminos aumentantes

Demostracién (cont.)

Por dltimo, el flujo neto entrante en el sumidero t se incrementa
en z:

+z t —z t
——e ——e

Hemos probado que f’ es un flujo factible tal que
val(f’) = val(f) + z.

Mas adelante vamos a describir un algoritmo para hallar un flujo
maximo en una red dada. Pero primero buscaremos una manera
sencilla de probar que un determinado flujo factible es un flujo
maximo.

O



Flujo maximo

En nuestra red, las aristas que van de la mitad izquierda a la mitad
derecha parecen formar un “cuello de botella”.

Tenemos una capacidad maxima de dos unidades de flujo por
unidad de tiempo de la mitad izquierda hacia la mitad derecha de

la red.

Esto nos da una demostracién de que no puede haber flujos
factibles con un valor mayor a 2.



Corte fuente/sumidero

Corte fuente/sumidero

En una red, un corte fuente/sumidero [S, T| consiste en todas las
aristas que dejan un conjunto fuente S e ingresan en un conjunto
sumidero T, donde {S, T} es una particién del conjunto de vértices
delaredtalqueseSandteT.

Capacidad de un corte

La capacidad del corte [S, T], denotada cap(S, T), es la suma de las
capacidades de las aristas de [S, T].

Notemos que las aristas de T a S no pertenecen al corte [S, T] y por
lo tanto no se toman en cuenta en la determinacién de cap(S, T).




Flujo neto de un conjunto de vértices

Dado un corte [S, T], todo camino de s a t debe usar al menos una
arista de [S, T], asi que intuitivamente el valor de un flujo factible
deberia estar acotado por cap(S, T). Para precisar esta idea,
extendemos la nocién de flujo neto a un conjunto de vértices.

Flujo neto

Si U es un conjunto de vértices de una red, denotamos por f(Ll)
el flujo total de las aristas que dejan U y por f—(U) el flujo total
de las aristas que ingresan en L.

El flujo neto saliente de U se define como f*(U) —f—(U).
El flujo neto entrante de U se define como f—(U) — ™ (U).



Flujo neto

Lema

Si U es un conjunto de vértices de una red entonces el flujo neto
saliente de U es la suma de los flujos netos salientes de los vértices
de U. En particular, si f es un flujo factible y [S, T] es un corte
fuente/sumidero entonces el flujo neto saliente de S y el flujo neto
entrante en T son iguales a val(f), es decir,

fH(S)—f(S) =1 (T) — f(T) = val(f).

Demostracion.
La primera afirmacion del lema es que

FHU) —f (W =) (frv)—f ().

velu

Para ello vamos a analizar la contribucién del flujo f(xy) de cada
arista xy a cada miembro de la férmula. (...)



Flujo neto

fFHU) —f (W =) (frv)—f ()

velu

Demostracién (cont.)

Si x,y € U entonces f(xy) no se suma ni se resta en el miembro
izquierdo pero es sumado y restado una vez en el derecho. Si
x,y € U entonces f(xy) no se suma ni se resta en ninguno de los

dos miembros. Y si xy € [U, U] (resp. [U, U]) entonces f(xy) se
suma (resp. resta) una vez en cada miembro. Sumando sobre todas
las aristas xy de la red concluimos que vale la igualdad

W —f (W)=Y (frev)—f V),

velu

lo que prueba la primera afirmacién. (...)



Flujo neto

Demostracién (cont.)

Si f es un flujo factible entonces f*(v) — f~(v) = 0 para todo
v ¢ {s,t}y, por la igualdad que acabamos de probar, tenemos que:

f(S) = (S)=1"(s)—f(s)y
f(T)—fT(T)=—(f"(T)—f (M) =1 (t) — (1) = val(f).

Mas adn, si V es el conjunto de todos los vértices de la red
obtenemos que

0=Ff"(V)—f (V) =) (fr(v)—f (V)

vev
—f(s)) + (T (t) = (1)
=(f+(3) f7(S)) — (F(T) = £7(T)).

Concluimos entonces que f(S) —f(S) = (T) — fH(T) = val(f)
para todo flujo factible f y todo corte fuente/sumidero [S,T]. [



Dualidad débil
Corolario (Dualidad débil)

Si f es un flujo factible de una red y [S, T] es un corte fuente
sumidero entonces
val(f) < cap(S,T).

Demostracion.
Por el lema, el valor de f es igual al flujo neto saliente de S. Luego,
val(f) = f7(S) — 7 (S) < F7(S),
ya que T (S) > 0. Como f es factible entonces
fT(S) < cap(S, T).
Concluimos que val(f) < cap(S, T). O

Entre los cortes fuente/sumidero [S, T], aquellos con capacidad
minima nos ofrecen la cota superior mds ajustada en el corolario.



Corte minimo

Corte minimo
Un corte minimo de una red es un corte fuente/sumidero [S, T]
cuya capacidad es la minima posible.

La desigualdad
val(f) < cap(S,T)

nos dice que los problemas de flujo maximo y corte minimo son
duales en el sentido que ya discutimos. Recordemos una vez mas
que esto significa que si el valor de un determinado flujo factible
coincide con la capacidad de un cierto corte fuente/sumidero
entonces el flujo es maximo y el corte es minimo.

Probaremos que vale la dualidad fuerte, es decir, que para toda red
existe un flujo maximo cuyo valor coincide con la capacidad de un
corte minimo. La demostracién serd algoritmica y basada en
caminos aumentantes.



Algoritmo de Ford y Fulkerson

El algoritmo de Ford y Fulkerson (1956) busca en cada iteracién un
camino aumentante. Si lo encuentra entonces incrementa el flujo a
lo largo del camino aumentante. Si no lo encuentra entonces
devuelve un corte cuya capacidad iguala el valor del flujo actual, lo
que asegura la optimalidad tanto del flujo como del corte.

Algoritmo de Ford y Fulkerson (1956)

Entrada: Una red.

Inicializacion: Sea f el flujo cero sobre la red.

Iteracion: Mientras haya un camino f-aumentante P, cambiar f
pasando €(P) unidades adicionales de flujo a través de P.
Salida: El flujo f y el corte [S,S] donde S es el conjunto de
vértices alcanzables desde la fuente por caminos con tolerancia

positiva (respecto de f).



Algoritmo de Ford y Fulkerson

Obtuvimos asi un flujo con valor 2 y un corte con capacidad 2.



Teorema del flujo maximo y el corte minimo

Teorema (Ford y Fulkerson, 1956)

Si las capacidades de una red son racionales, el valor maximo de
un flujo factible es igual a la capacidad minima de un corte
fuente/sumidero.

Demostracion.

Cuando las capacidades son racionales, cada vez que se encuentra
un camino f-aumentante, el flujo se incrementa al menos 1/a
unidades donde a es al minimo comtn mdiltiplo de los
denominadores de las capacidades de las aristas de la red. Por lo
tanto, luego de un ndmero finito de aumentos, el valor del flujo no
puede crecer mas y el algoritmo termina.

Cuando el algoritmo se detiene devuelve un flujo factible f y un

corte fuente/sumidero [S, S]. Alcanzard con probar que el corte

[S, S] tiene capacidad val(f). (...)



Teorema del flujo maximo y el corte minimo

Demostracién (cont.)
Como los vértices de S son alcanzables desde la fuente por caminos
de tolerancia positiva pero no asi los vértices de S entonces:
@ no existe ninguna arista de S a S que no tenga su capacidad
colmada por f; y
@ ninguna arista de S a S tiene flujo positivo en f.

Luego,
f(S) =cap(S,S) y f(S)=0.

Como f no admite caminos aumentantes entonces t no es
alcanzable desde s por caminos de tolerancia positiva, es decir,

t €S. Asi [S,S] es un corte fuente/sumidero de la red. Y como el
flujo neto saliente de cualquier conjunto fuente es val(f),
concluimos que:

val(f) = f7(S) — f(S) = cap(S,S) — 0 = cap(S, S). O



Flujos enteros

Corolario (Teorema de integralidad)

Si todas las capacidades en una red son enteras entonces existe un
flujo maximo que asigna un flujo entero a cada arista. Mas alin,
algdn flujo maximo puede particionarse en flujos de valor unitario a
lo largo de caminos de la fuente al sumidero.

Demostracion.

En cada iteraciéon del algoritmo de Ford y Fulkerson, el valor
absoluto del cambio de flujo sobre las aristas del camino
aumentante es igual al flujo por una arista o a la diferencia entre la
capacidad y el flujo por una arista. Como se comienza con el flujo
cero y las capacidades son todas enteras, en todo momento el flujo
se mantiene entero sobre todas las aristas durante toda la
ejecucion. (...)



Flujos enteros

Demostracién (cont.)

Consideremos un flujo maximo f que es entero sobre todas las
aristas de la red. Podemos asumir que las aristas con flujo positivo
en f forman un grafo aciclico. De lo contrario, reducimos el flujo a
lo largo de las aristas de un tal ciclo, obteniendo un nuevo flujo
entero y maximo. Y repetimos esta operacién hasta que no queden
mds ciclos. Si, en cada vértice distinto de s y t, apareamos cada
unidad de flujo entrante con una unidades de flujo saliente
(digamos pintandolas con el mismo color), se obtienen entonces
val(f) caminos de s a t, cada uno de los cuales correspondiendo a
una unidad de flujo. O



Algoritmo de Ford y Fulkerson
La convergencia puede ser (exponencialmente) lenta (en el tamafio
de la entrada).

0(100) 0(100) 0(100) 0(100)
t S

0(100) 0(100)  0(100) 0(100)

1(100)

0(100) 1(100)




Red residual

Una forma de describir mas explicitamente los caminos
aumentantes es a través de la nocidn de red residual.

Red residual

Dada una red N con un flujo factible f, la red residual Ny tiene los
mismo vértices y, para cada arista de uv de N, el digrafo N¢
posee:

@ una arista uv con peso c(uv) — f(uv) si f(uv) < c(uv); y
@ una arista vu con peso f(uv) si f(uv) > 0.

Las aristas del punto @ se llaman aristas de avance, las del punto
@ se llaman aristas de retroceso y la red residual no tiene otras
aristas que las que surgen de los puntos @ y @.

Notemos que la red residual Ny tiene a lo sumo una arista de
avance y a lo sumo una arista de retroceso por cada arista de N.



Red residual y caminos aumentantes

Ejemplo (aristas de avance verdes, de retroceso rojas):
W 10

*oa) Y
Claramente, un camino f-aumentante corresponde a un camino
(dirigido) de s a t en Ny.

uw 1)
1(2) 0(2)
S t
0(2) 1(2)




Red residual y caminos aumentantes

Mds alin, en esta correspondencia, la tolerancia del camino
f-aumentante coincide con el menor de los pesos de las aristas del
correspondiente camino de s a t en Ny.

uw 1)
1(2) 0(2)
S t
0(2) 1(2)

i) Y

Llamaremos a los caminos de s a t en N¢, caminos aumentantes
en la red residual.



Algoritmo de Ford y Fulkerson
Denotamos por ¢ la Unica solucién positiva de la ecuacién
1— ¢ = ¢2. Es decir, ¢ = (v/5—1)/2 (inverso del niimero dureo).
La siguiente red (Zwick, 1995) tiene un flujo de valor 201:

donde los valores en verde son capacidad residual.



Algoritmo de Ford y Fulkerson

‘h (n=1) @m
_|_¢2n71: ah _|_¢2n71: am
S
¢211 ¢211+1 +(|)2n:
aI aI .




Algoritmo de Ford y Fulkerson

Sin>1, luegode1+4(n—1)=4n — 3 aumentos, se llega a:

El supremo de los valores de estos flujos cuando n — oo es

1+2Z(¢2n—1+¢2n):1+22¢i
i=1

n=1
2¢
—14 "
16
2 541
:1+¢:1+2(\f2+):2+\/§<5.

El algoritmo no termina y ni siquiera tiende al flujo maximo.



Algoritmo de Edmonds y Karp

Podemos lograr que el algoritmo termine incluso si la red tiene
capacidades irracionales, eligiendo en cada iteracién un camino
aumentante de longitud minima. El algoritmo de Edmonds y Karp
es precisamente la variante del algoritmo de Ford y Fulkerson
donde en cada iteracién el camino aumentante se elige de longitud
minima. Edmonds y Karp (1972) sefialan sobre este regla que "is
so simple that it is likely to be incorporated innocently into a

computer implementation”.

Algoritmo de Edmonds y Karp (1972)

Entrada: Una red.

Inicializacion: Inicialmente f es el flujo cero sobre la red.
Iteracion: Mientras haya un camino f-aumentante, cambiar f
pasando €(P) unidades adicionales de flujo a través de un camino
f-aumentante de longitud minima P.

Salida: El flujo f y el corte [S,S] donde S es el conjunto de
vértices alcanzables desde la fuente por caminos con tolerancia

positiva (respecto de f).



Algoritmo de Edmonds y Karp

Notacién

Dada una red N, un flujo factible f y un vértice v de N,
denotamos por d¢(s, V) la longitud minima (medida como ndmero
de aristas) de un camino s a v en la red residual Ny.

Lema

En el algoritmo de Edmonds y Karp sobre una red con fuente s y
sumidero t, para cada vértice v # t, las distancias 8¢(s,Vv) en las
sucesivas iteraciones son no decrecientes.

Demostracion.

Supongamos, por el absurdo, que el lema no vale. Sea f el flujo
antes del primer aumento que provoca la reduccién en la red
residual de la distancia de s a algtn vértice distinto de t. Sea f’ el
flujo inmediatamente después de dicho aumento. Sea v el vértice
v #£ t con 6¢/(s,v) minimo tal que 6¢/(s,Vv) < d¢(s, V). (...)



Algoritmo de Edmonds y Karp

Demostracién (cont.)

Sea P un camino de s a v de longitud minima en N¢/ y sea u el
vértice inmediatamente anterior a v en P. En particular, existe una
aristadeuaven Ny

d¢r(s,u) = 8¢/(s,v) — 1.
Ma3s aln, por la minimalidad en la eleccién de v, sabemos que

Sp(s,u) < 8p/(s,u).

Afirmamos que no existe una arista de w a v en Ny¢. En efecto, si
existiese una arista de w a v en Ny entonces

O¢(s,v) < Of(s,u) +1 < 0p/(s,u) +1=0¢(s,v),

lo que contradiria la hipétesis 6¢(s,v) > d¢/(s,v). (..)



Algoritmo de Edmonds y Karp

Demostracién (cont.)

Como no existe una arista de u a v en Ny pero existe una arista de
u aven Ng entonces al pasar el algoritmo de f a f’ incrementd el
flujo de v a u (ya sea incrementando el flujo en una arista de va u
o decrementando el flujo en una arista de u a v). Como el
algoritmo de Edmonds y Karp aumenta flujo a través de caminos
de longitud minima, una arista de v a u es la dltima arista en un
camino de longitud minima de s a u en la red residual. Entonces

d¢(s,v) = 0¢(s,u) —1 < d¢r(s,u) — 1 =d¢/(s,v) — 2,

lo que contradice nuestra hipdtesis d¢/(s,v) < 6¢(s,Vv). Esta
contradiccién muestra que el lema es verdadero. O



Algoritmo de Edmonds y Karp
Teorema (Edmonds y Karp, 1972)

El ndmero total de aumentos que realiza el algoritmo de Edmonds
y Karp es O(mn) donde n y m son el nimero de vértices y de
aristas de la red, respectivamente.

Demostracion.

Decimos que una arista uv de un camino aumentante P en la red
residual es critica si la tolerancia de P coincide con el peso de uv.
Luego de haber aumentado el flujo a través de un camino
aumentante, toda arista critica del mismo desaparece de la red
residual. Notemos que cada camino aumentante tiene al menos
una arista critica. Mostraremos que cada arista de la red residual
puede volverse critica a lo sumo n/2 veces durante la ejecucién del
algoritmo.

Sea e una arista de red original y e’ una de las aristas generadas
por e en la red residual. Sean u la cola y v la cabeza de e’. Como
los caminos aumentantes se eligen de longitud minima, cuando e’
es critica: 6¢(s,v) = d¢(s,u) + 1. (..)



Algoritmo de Edmonds y Karp

d¢(s,v) = 6¢(s,u) + 1.

Demostracién (cont.)

Una vez que se aumenta el flujo, la arista e’ desaparece de la red
residual. Y para volver a aparecer necesita que e”, la otra arista de
la red residual generada por la misma arista e, pertenezca a un
camino aumentante en la red residual. Si f’ es el flujo cuando esto
ocurre, entonces, como e’ tiene cola v y cabeza w:

S¢r(s,u) = d¢:(s,v) + 1.
Como por el lema anterior 6¢/(s,v) > d¢(s, V), tenemos que
dpr(s,w) =dp(s,v) +1=08¢(s,v)+1=20¢(s,u)+2.

En consecuencia, desde que una arista e’ se vuelve critica hasta
que vuelve a ser critica, la distancia de s a u se incrementa en al
menos 2 unidades. (...)



Algoritmo de Edmonds y Karp

Demostracién (cont.)

La distancia de s a u es inicialmente al menos 0. Cuando e’ es
critica, e’ pertenece a un camino aumentante y por lo tanto u # t.
Luego, cuando e’ es critica, ni s ni u ni t se encuentran entre los
vértices internos de un camino minimo entre s y u en la red
residual. Esto prueba que 8¢(s,u) < n — 2 cuando e’ es critica.
Por lo tanto, luego de que e’ se vuelve critica por primera vez,
puede volverse critica a lo sumo (n—2)/2 =n/2—1 veces mas, lo
que nos da un total de n/2 veces.

Como las m aristas de la red generan a lo sumo 2m aristas en la
red residual, el nimero total de aristas criticas durante la ejecucién
del algoritmo de Edmonds y Karp es O(mn). Como cada camino
aumentante tiene al menos una arista critica, esto prueba la validez
del teorema. O



Algoritmo de camino aumentante mds corto

Algoritmo de camino aumentante mds corto o corte minimo

Entrada: Un flujo factible f en una red.

Idea: Encontrar los nodos alcanzables desde s a través de caminos
con tolerancia positiva. Si se alcanza t entonces se estd frente a un
camino aumentante. Durante la ejecucién R contiene los vértices
“a explorar” y S los vértices “explorados”.

Inicializacién: R es una cola cuyo (nico elemento es sy S = ().
Iteraciéon: Mientras R no esté vacia, sea v su primer elemento.

» Para cada arista saliente vw tal que f(vw) < c(vw) y
w & RUS, encolar w en R.

» Para cada arista entrante uv tal que f(uwv) >0y u & RUS,
encolar u en R.

En ambos casos recordar que el vértice fue alcanzado desde v. Si t
ingresa en R, reconstruir el camino desde s por el que se alcanzé t
y devolverlo como un camino f-aumentante y terminar. Exploradas
todas las aristas incidentes en v, quitar v de R y agregarlo a S.

Si R queda vacia, devolver el corte [S, S] y terminar.



Ejemplo
En este ejemplo, los vértices rojos son los alcanzados, los azules los
explorados y las aristas azules unen cada vértice alcanzable con su
predecesor en un camino de tolerancia positiva desde s.

w 1) w 1) w 1)
1(2) 0(2) 1(2) 0(2) 1(2) 0(2)
S t s t s t
0(2) 1(2)  0(2) 1(2)  0(2) 1(2)

i) Y 1) Y 1) Y

w 1) w 11y,
1(2) 0(2) 1(2) 0(2)
S t s t
0(2) 1(2)  0(2) 1(2)

o) Y o) Y
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Ejemplo
Incrementamos el flujo tanto como Ia tolerancia del camino a t:
1) (1)

3

Si apllcamos nuevamente el algorltmo obtenemos:

(2 1(2) 12) 102y
t t sle
1(2 1(2) 1(2)  1(2):

X 1(1) Y X 711)7 Y

La salida es un flujo con valor 2 y un corte con capacidad 2.



Algoritmo de Edmonds y Karp

Como cada iteracién del algoritmo de Edmonds y Karp toma
tiempo O(m) y el nimero de iteraciones es O(mn) entonces su
tiempo de ejecucién es O(m?n).

Existen algoritmos de mejor complejidad temporal, por ejemplo, el
algoritmo relabel-to-front con tiempo de ejecucién O(n3).



Teoremas de Menger para digrafos

Sea D un digrafo y sean x e y dos vértices distintos de D.

» Consideramos a D como una red con fuente x, sumidero y y
capacidad 1 en cada arista.

» Por el teorema de flujo maximo y corte minimo, existe un flujo
f y un corte fuente/sumidero [S, T] tales que
val(f) = cap(S, T).

» Esto nos da val(f) caminos de la fuente al sumidero disjuntos
por aristas, lo que implica que Aj(x,y) > val(f).

> A su vez, las remocién de las aristas [S, T] hacen que x no sea
alcanzable desde y, lo que implica que k{5 (x,y) < cap(S, T).

» Como vale la dualidad {;(x,y) = A5 (x,y), entonces

Kp (%, y) = A5 (x,y).



Teoremas de Menger para digrafos
Sea D un digrafo y sean x e y dos vértices no adyacentes de D.

» Para obtener una red que modele el problema de los caminos
internamente disjuntos, reemplazamos cada vértice v por dos
vértices v y v que inciden solo en las aristas que ingresan y
salen de v, respectivamente, y agregamos una arista de v— a
v con capacidad 1.

» Damos a las demds aristas capacidad suficientemente grande,
de manera de asegurarnos que un corte minimo solo contenga
aristas del tipo v v ™.

» Un flujo mdximo de x* a y~— de valor k nos da un conjunto
de k caminos internamente disjuntos de x a y.

» Un corte minimo de x™ a y~ de valor k nos da un conjunto de
vértices cuya remocién hace que y no sea alcanzable desde x.

» Por la dualidad,

kp (%, y) = Ap(x,y).



Teoremas de Menger para grafos

>

>

Los teoremas de Menger para grafos se pueden obtener
también a partir del teorema de flujo maximo y corte minimo.

Para el teorema sobre caminos disjuntos por aristas en un
grafo G, debemos formar una red cambiando cada arista de G
por dos aristas dirigidas en sentidos opuestos. Si un flujo
maximo utiliza dos aristas en sentidos opuestos es como si no
utilizara ninguna de ellas.

Para el teorema sobre caminos internamente disjuntos en un

grafo G, debemos ademds cambiar cada vértice v por dos
vértices v_ y v como en la construccién anterior.



