
Master Theorem 

 



Conjunto dinámico (dynamic set) 

Dado un universo U ={0,1,…,u-1}  de valores de claves posibles. 

Sea S un subconjunto de elementos cuyos claves están en U ={0,1,…,u-1} (sin repetición). La estructura de 
datos de implementación debe soportar las siguientes operaciones. 

 

 CREATE-SET(S) 
 MEMBER(S,key)  

 
→ {𝑡𝑟𝑢𝑒, 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒}  

 INSERT(S,key) 
 DELETE(S,key) 
 MINIMUM(S)   

 
→  𝑈 

 MAXIMUM(S)   
 

→  𝑈 

 PREDECESSOR(S,key) 
 

→  𝑈 

 SUCCESSOR(S,key) 
 

→  𝑈 
 



Direccionamiento directo 

 

Utiliza un arreglo A de bits de dimensión u cuyos índices van de 0 a u-1. A[i] = i 
 

⇔  i∈S 

 

  

 

 CREATE-SET(S)  O(u) 
 MEMBER(S,key)  O(1) 
 INSERT(S,key)  O(1) 
 DELETE(S,key)  O(1) 
 MINIMUM(S)   O(u) 
 MAXIMUM(S)   O(u) 
 PREDECESSOR(S,key) O(u) 
 SUCCESSOR(S,key) O(u) 



Direccionamiento directo + superposición árbol binario 

 

 CREATE-SET(S)  O(u) 
 MEMBER(S,key)  O(1) 
 INSERT(S,key)  O(log u) 
 DELETE(S,key)  O(log u) 

 MINIMUM(S)   O(log u) 
 MAXIMUM(S)   O(log u) 
 PREDECESSOR(S,key) O(log u) 
 SUCCESSOR(S,key) O(log u) 



Superposición árbol de altura  constante 

 

Si 𝑢 = 2ଶ௞ para algún k entero entonces √𝑢 = 2௞, ℎ𝑖𝑔ℎ(𝑥) = ቔ
௫

√௨
ቕ y 𝑙𝑜𝑤(𝑥) =  𝑥 𝑚𝑜𝑑 √𝑢 

 CREATE-SET(S)  O(u) 
 MEMBER(S,key)  O(1) 
 INSERT(S,key)  O(1) 

 DELETE(S,key)  O(√𝑢) 

 MINIMUM(S)   O(√𝑢) 

 MAXIMUM(S)   O(√𝑢) 

 PREDECESSOR(S,key) O(√𝑢) 

 SUCCESSOR(S,key) O(√𝑢) 

¿Qué ocurre si en lugar de A, sean √𝑢 arreglos de √𝑢 elementos  cada uno (se crean cdo se usan)? 



Estructura recursiva – Proto Van Emde Boas Trees  

Suponer que 𝑢 = 2ଶೖ
 por ahora, los posibles valores de u son 2, 4, 16, 256, 65536,… 

  

 

 

Después de log log u = k niveles llega a proto-vEB(2) 



Proto Van Emde Boas Trees  

   



Proto Van Emde Boas Trees  

 

       
                

     

   

  



 

Proto Van Emde Boas Trees  

 

       
   

  



Proto Van Emde Boas Trees  

 

 
m = log 𝑢,   𝑇(2௠) = 2𝑇 ቀ2

೘

మ ቁ + 𝑚, 𝑠𝑒𝑎 𝑆(𝑚) = 𝑇(2௠), 𝑆(𝑚) = 2𝑠 ቀ
௠

ଶ
ቁ + 𝑚 = 𝑂(𝑚 log 𝑚) =

𝑂(log 𝑢 log log 𝑢) = 𝑇(𝑢) 

  



Proto Van Emde Boas Trees  

 
Similar a PROTO-VEB-MINIMUM (𝑂(log 𝑢)) 

¿Cómo se implementan PROTO-VEB-MAXIMUM, PROTO-VEB-PREDECESSOR y PROTO-VEB-DELETE? 

  



Van Emde Boas Trees  

Ahora vamos a relajar la condición sobre 𝑢 = 2^𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍≥0, √𝑢 ya puede no ser potencial 2 (ni siquiera sea 

entero). Por lo tanto se separan los k bits de u, los primeros ቒ୪୭୥ ௨

ଶ
ቓ bits más significativos y ቔ୪୭୥ ௨

ଶ
ቕ bits 

menos significativos. Sean √𝑢
↑

= 2ቒ
ౢ౥ౝ

మ
ቓ y √𝑢

↓
= 2ቔ

ౢ౥ౝ ೠ

మ
ቕ, claramente 𝑢 = √𝑢

↑
× √𝑢

↓ . 

 

 

min guarda el mínimo y max guarda el máximo del árbol vEB. Es más el mínimo ya no se guarda en el 

subárbol correspondiente con el tamaño del universo √𝑢
↓  ni es tenido en cuenta en summary. 



Van Emde Boas Trees  

 



Van Emde Boas Trees  
 

OPERACIÓN Proto-vEB vEB 
MEMBER(S,key) 𝑂(log log 𝑢) 𝑂(log log 𝑢) 
INSERT(S,key) 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑢 𝑙𝑜𝑔 𝑙𝑜𝑔 𝑢) 𝑂(log log 𝑢) 
DELETE(S,key) 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑢 𝑙𝑜𝑔 𝑙𝑜𝑔 𝑢) 𝑂(log log 𝑢) 

MINIMUM(S) 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑢) 𝑂(1) 
MAXIMUM(S) 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑢) 𝑂(1) 

PREDECESSOR(S,key) 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑢) 𝑂(log log 𝑢) 
SUCCESSOR(S,key) 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑢) 𝑂(log log 𝑢) 

 

                           

  



Van Emde Boas Trees  

 

  



Van Emde Boas Trees  

 



Van Emde Boas Trees  

  

 



Van Emde Boas Trees  

  



Van Emde Boas Trees  

¿Cuánto espacio ocupa un vEB(u)? 

𝑆(𝑢) = ൫√𝑢 + 1൯ × 𝑆൫√𝑢൯ + 𝜃൫√𝑢൯ ≤ ൫√𝑢 + 1൯ × 𝑆൫√𝑢൯ + 𝑐1√𝑢 

𝑆(𝑢ଶ) = (𝑢 + 1) × 𝑆(𝑢) + 𝜃(𝑢) ≤ (𝑢 + 1) × 𝑆(𝑢) + 𝑐1 × 𝑢 

𝑆𝑒𝑎 𝑐2 = max{𝑆(4), 𝑐1}, 𝑐1 ≤ 𝑐2 𝑦 𝑆(4) ≤ 𝑐2 

𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑆ᇱ(𝑢) =
𝑆(𝑢)

𝑐2
, 𝑆ᇱ(𝑢ଶ) ≤ (𝑢 + 1) ×

𝑆(𝑢)

𝑐2
+

𝑐1

𝑐2
𝑢 ≤ (𝑢 + 1)𝑆ᇱ(𝑢) + 𝑢 

𝑆ᇱ(4) =
𝑆(4)

𝑐2
≤ 1 

Probamos a continuación, 𝑆ᇱ(𝑢) ≤ 𝑢 − 2 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑢 ≥ 4 

  Caso base, 𝑢 = 4, 𝑆ᇱ(4) ≤ 1 ≤ 4 − 2 = 2 
  Supongamos que vale 𝑆ᇱ(𝑢) ≤ 𝑢 − 2 ahora veamos que 𝑆ᇱ(𝑢ଶ)≤ 𝑢ଶ − 2 

𝑆ᇱ(𝑢ଶ)≤ (𝑢 + 1)𝑆ᇱ(𝑢) + 𝑢 ≤ (𝑢 + 1) × (𝑢 − 2 ) + 𝑢 = 𝑢ଶ − 2 ∎ 

𝑺(𝒖) = 𝒄𝟐 × 𝑺ᇱ(𝒖) ≤ 𝒄𝟐 × (𝒖 − 𝟐) = 𝑶(𝒖) 



 


