Grafos de Intervalos

Problemas de Grafos y Tratabilidad Computacional



Definicién
Un grafo G = (V/, E) es de intervalos si existe una familia
Z={h,---, I} sobre la recta real tal que G es el grafo
interseccién de Z, es decir que, V = {vy,--- ,v,} donde cada v;
corresponde al intervalo /; y la arista (v, vj) € E & i # ja

linl # (. En tal caso, Z es un modelo o representacién de
intervalos de G.

Teorema
Dado G un grafo de intervalos.

» G es grafo cordal. (No es cierta la vuelta: T>)

» G es grafo de comparabilidad. (No vale la vuelta: Gg)

Ty=star,;; «




Lema

Sea G = (V, E) un grafo que es C4-free y de co-comparabilidad,
Q1, Q2 dos cliques diferentes de G y F una orientacidn transitiva
de G.
1. Existe un arco en F con un extremo en @7 y el otro en @».
2. Todas las no aristas (v;, vj) ¢ E (v; # vj) que conectan Q;
con @, (poseen un extremo en @ y el otro en @) tienen la
misma orientacién (Q1 — Q2 0 Q@ — @1).



Otra definicidn

Dada una matriz de {0,1}"*™. Esta matriz cumple la propiedad de
1's consecutivos por columnas si es posible permutar sus filas de
manera tal que para cada columna j € {1,---, m}, las posiciones

que contienen 1's aparecen consecutivamente.
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Teorema

Sea G = (V, E) un grafo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. G es un grafo de intervalos.

2. G no contiene a C; como subgrafos inducidos y G es grafo de
comparabilidad.

3. La matriz clique M de G cumple la propiedad de 1's
consecutivos por columnas que es lo mismo decir que se
pueden ordenar linealmente los cliques de G de manera tal
que para cada vértice v € V/, los cliques que lo contienen
estan en forma consecutiva en este orden lineal.

Corolario
Un grafo G es de intervalos si y sélo si G es cordal y es de

co-comparabilidad.



Algoritmo de reconocimiento

Dado un grafo G

» Verificar si G es cordal (O(m + n)) y de co-comparabilidad
(O(MM)).

» Verificar si G es cordal O(m + n), generar su matriz clique M
en el caso positivo y testear si M cumple la propiedad de 1's
consecutivos por columnas.

> ;Hace falta generar la matriz clique porque ya cuesta O(n?)
tener la matriz?

» ;Cudntas permutaciones de filas (cliques) habria que probar?
» Usar PQ-tree.



PQ-tree
Dada una familia F de subconjuntos sobre un universo discreto y
finito X. El problema es determinar si existe un orden lineal de los
elemento de X de manera tal que para cada subconjunto S € F,
los elementos de S aparecen en forma consecutiva en este orden.
Se denota como [1(F) el conjunto de ordenes lineales de los
elementos de X que son soluciones del problema. Por ejemplo, si
F ={{A, B, C},{A,D}} entonces MN(F) = {[D, A, B, ],
[D,A, C,B],[C,B,A,D][B,C,A,D]}. Booth y Luecker en 1975
inventaron una estructura de datos llamada PQ-tree para resolver
este problema.
Veamos qué es un PQ-tree X.

» T es un arbol con una raiz definida si tiene algtin nodo.
» Cada nodo hoja tiene una etiqueta distinta y sea X el
conjunto de etiquetas de las hojas.

» Los nodos internos de T (es decir que no son hojas) son de 2
tipos: del tipo P (se dibujan con circulos) y del tipo Q (se
dibujan con recténgulos).



» La frontera de T (frontera(T)) es la permutacién de X
obtenida leyendo las etiquetas de las hojas de izquierda a
derecha de T.

» 2 PQ-trees T y T’ son equivalentes (T = T') si uno puede
ser obtenido del otro aplicando una secuencia de las siguientes
operaciones.

1. Arbitramente permutar los hijos de un nodo del tipo P.
2. Invertir el orden de los hijos de un nodo del tipo Q.

» consistente(T) = {frontera(T’) /T' = T}, es el subconjunto

de permutaciones de X consistentes con respecto a T.



Teorema

» Para cada F sobre X existe un PQ-tree T tal que
M(F) = consistente(T).

» Para un PQ-tree T donde frontera(T) es una permutacién de
X, existe F sobre X tal que MN(F) = consistente(T).

Como consecuencia, las clases de permutaciones consistentes de
los PQ-tree forman un reticulo. El arbol nulo Ty que no tiene
ningtin nodo y consistente(T) = (). El arbol universal tiene un solo
nodo interno (la raiz) que es de tipo P, tiene tanta hojas como
elementos de X. Por lo tanto cualquier permutacién de X es
consistente a este arbol.

{{A,B},{C,D},{D,E},{B,C,D,E},{l,J},{G,H},{G,H,I}}



Algoritmo

Funcién Consecutivo(F, X)
T <« &rbol universal con | X| hojas
Para cada S € F hacer
T < REDUCE(T,S)
Si T es nulo entonces devolver T
Devolver T

» La rutina REDUCE utiliza 11 templates de pattern matching
para aplicarlos en el arbol actual T y como se debe realizar los
reemplazos en cada pattern. La bisqueda se hace desde abajo
hacia arriba en T.

» El espacio requerido es |X]|.
> La complejidad es O(F + |X|+ > 5.7 15])
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