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Grafos planares

Grafos planares
Un grafo G se dice planar si admite una representacién donde:
@ los vértices de G son puntos distintos del plano; y

@ cada arista es una curva simple en el plano que conecta dos
vértices de G y tal que su interior es disjunto de otros vértices
y aristas.

Una tal representacién se llama una representacién plana.

Ejemplo



Grafos no planares

Ejemplos de grafos no planares

[le

Ks K33
Supongamos que alguno de ellos fuera planar y consideremos una
representacién plana del mismo. Sea C un ciclo generador y
consideramos sus cuerdas. Dos cuerdas estdn en conflicto si sus
extremos ocurren alternadamente en el ciclo. Cuando dos cuerdas
estan en conflicto, debemos dibujar una en el interior de C y la
otra en el exterior de C. Esto es imposible para ambos grafos.



Grafos planares exteriores

Grafo planar exterior

Un grafo es planar exterior (en inglés: outerplanar) si tiene una
representacién plana con todos los vértices en la frontera de la
region exterior (i.e., la regién no acotada entre aquellas en las que
divide al plano).

Una representacion plana exterior es una tal representacién plana
de un grafo planar exterior.

Ejemplo




Grafos planares exteriores

Grafos planares no planares exteriores

K4 K2,3

P> La frontera de la regidn exterior de una representacién plana
exterior de un grafo 2-conexo es un ciclo (generador). En
efecto, si no fuese un ciclo entonces se repetiria un vértice, el
cual debera ser un vértice de corte.

» Ky 3 no tiene un ciclo generador porque es bipartito y tiene 5
vértices.

» Todo ciclo generador de K4 tiene dos cuerdas en el conflicto,
por lo que no pueden estar ambas en su interior.



Curvas y poligonales

El estudio de grafos planares involucra necesariamente resultados
sobre la topologia del plano. No nos preocuparemos mayormente
por cuestiones topoldgicas y seguiremos en enfoque ingenuo. En
cambio haremos hincapié en los aspectos combinatorios, que son
aquellos de nuestro interés.

Para evitar algunas de las complicaciones topoldgicas,
argumentaremos que es posible limitarse a representaciones
graficas en las que aristas son poligonales simples.

Curva
Una curva es la imagen de una funcién continua f: [0, 1] — R?; se
dice simple si no repite puntos salvo quiza el primero con el dltimo.

Poligonal

Una poligonal es una curva compuesta de un nimero finito de
segmentos de recta; se la llama una x, y-poligonal si empieza en x
y termina en y.



Poligonales

Lema

Si U es un conjunto abierto del plano y x,y € U estan unidos
mediante una curva simple en U, entonces x e y estan unidos por
por una poligonal simple en .

Bosquejo de la demostracién.

Sea C la imagen de una curva simple que une x con y en U. Como
U es abierto, para cada z € C existe una bola abierta B, con
centro en z contenida en U. Como C es un compacto, el
cubrimiento abierto {B, : z € C} admite un subcubrimiento finito
C={Bz, ...,B;.}. Agregamos By y By a € si no estdn ya en él.
Es posible formar una x, y-poligonal uniendo entre si centros de
dichas bolas. Finalmente, es posible eliminar las auto-intersecciones
hasta obtener una x, y-poligonal simple. O



Poligonales

Teorema

Si G es un grafo planar entonces G admite una representacion
plana en la que todas sus aristas se representan por poligonales
simples.

Bosquejo de la demostracién.

Sea G’ una representacién plana de G. Para cada vértice p de G’,
sea Ep una bola cerrada con centro p que interseca solo aquellas
arista incidentes en p. M4s adn, supongamos que B, NBg =0
para todo par de vértices distintos p y q de G’. Sea Cpq la parte
de la arista pq de G’ que une Ep con Eq y tiene solo sus extremos
en comin con E:, y Eq. Ahora podemos hallar otra representacidn
plana de G tal que las partes de las aristas en las bolas §p son
segmentos de rectas. Usando el lema anterior, es posible reemplazar
cada uno de los arcos Cy,q por una poligonal simple. O



Dibujo de un grafo

Dibujo de un grafo. Cruzamientos.

Un dibujo de un grafo G es una funcién f definida en V(G) U E(G)
tal que a cada vértice v asigna un punto distinto f(v) en el planoy
a cada arista con extremos u, v asigna una f(u), f(v)-poligonal. Si
ey e’ son aristas, un punto en f(e) N f(e’) que no es un extremo

comun se llama un cruzamiento.

Inmersién plana
Una inmersién plana de un grafo G es un dibujo sin cruzamientos.

Observacién
De acuerdo a esta definicidn y el teorema anterior, un grafo es
planar si y sélo si admite una inmersién plana.



Dibujo de un grafo

» Es comin usar el mismo nombre para un grafo G y para un
dibujo particular del mismo, Ilamando a los puntos y curvas en
el dibujo por los nombres de los vértices y las aristas de G.

P> Moviendo ligeramente las aristas podemos asegurar que no
hay tres aristas que tengan un punto interior en comin, que
ninguna arista pasa por un vértice que no sea su extremo y
que dos aristas no sean tangentes.

» Si dos aristas se cruzan mas de una vez, entonces es posible
modificarlas reduciendo el niimero de cruzamientos, por lo que
requerimos que las aristas se crucen a lo sumo una vez.

» Consideramos solo dibujos con estas propiedades.



Grafos planos

Grafos planos

Un grafo plano es una inmersién plana particular de un grafo
planar.

Ejemplo
LEl siguiente grafo es planar?

Si, porque admite el siguiente dibujo, que es un grafo plano:



Caras
Un grafo plano divide el plano en partes. Estas partes son objetos
fundamentales para el estudio de los grafos planares y planos.
Region
Una regién es un conjunto abierto U de R? que contiene una
u, v-poligonal para todo par de vértices u,v € U.

Cara

Las caras de un grafo plano son las regiones maximales del plano
que no contienen puntos usados en vértices o aristas de dicha
inmersion.

Observaciones
» Toda inmersién plana de un grafo (finito) es un compacto vy,
luego, tiene una Unica cara no acotada, llamada cara exterior.
P Las caras son disjuntas dos a dos.

» Los puntos p, q € R? que no son parte de la inmersién, estan
en la misma cara si y sélo si existe una p, g-poligonal que no
cruza ninguna arista.



Caras

Ejemplo

o

Las caras son f1, fp y f3. La cara f3 es la cara exterior.



Teorema de la curva de Jordan para poligonales

Curva cerrada
Una curva se dice cerrada si su primer y su tltimo punto coinciden.

En un grafo plano, cada ciclo esta representado como una curva
simple cerrada. Algunas caras yacen dentro de él y las demas fuera
del mismo.

Esto se debe al hecho que una curva simple cerrada divide el plano
en dos conjuntos abiertos arcoconexos disjuntos, resultado
conocido como Teorema de la curva de Jordan (Jordan, 1887).

Para nuestros fines es suficiente la versién para poligonales que es
mas sencilla de probar.

Teorema de la curva de Jordan para poligonales

Una poligonal simple cerrada C particiona el plano en exactamente
dos caras, cada una de las cuales tiene a C como su frontera.



Grafos duales

Grafo dual
Un grafo dual G* de un grafo plano G es un grafo plano obtenido
de la siguiente forma:

@ para cada cara X de G ubicamos un vértice dual x en el
interior de X, de manera que cada cara de G contiene
exactamente un vértice de G*; y

@ para cada arista e en la frontera de cada cara X, dibujamos
una curva de x a un punto de e cuyo interior estd contenido
en X, de manera que dichas curvas no se crucen dentro de X y
tal que cada tal curva se encuentra con otra del otro lado de e
en el mismo punto de e.



Grafos duales

Ejemplo
i Coémo es un dual del siguiente grafo plano?

Mas ejemplos

» Toda inmersién plana de K4 tiene cuatro caras y sus fronteras
compartes aristas entre si. Luego, su dual es otra copia de Kj.

» Toda inmersién plana del cubo Q3 tiene ocho vértices, 12
aristas y seis caras. Las caras opuestas no tienen frontera
comdn; el dual es una inmersién plana de Ky 22, que tiene seis
vértices, 12 aristas y ocho caras.



Grafos duales

Observaciones

>

Como acabamos de ver, un grafo plano simple puede generar
bucles y aristas mdltiples en su dual.

Una arista de corte de G se vuelve un bucle en G* porque las
caras a ambos lados de ella son la misma.

Las aristas multiples surgen en el dual cuando distintas caras
tienen en su frontera comin mas de una arista.

Los grafos duales son siempre conexos.

Es posible probar que (G*)* es isomorfo a G si y sélo si G es
conexo.



Grafos duales

Dos inmersiones de un mismo grafo planar pueden tener duales no
isomorfos.

Ejemplo

~ D=

En la inmersién de la derecha, el vértice del dual correspondiente a
la cara exterior tiene grado 4. En la de la izquierda, ninglin vértice
del dual tiene grado 4.




Longitud de una cara

Cuando un grafo es conexo, la frontera de cada cara es un paseo
cerrado. Cuando el grafo es disconexo, hay caras cuya frontera
consiste en mas de un paseo cerrado.

Longitud de una cara

La longitud de una cara de un grafo plano G es la longitud total de
los paseos cerrados en G en la frontera de dicha cara.

Ejemplos

~ =1

Una arista de corte pertenece a la frontera de una sola cara y
contribuye en dos unidades a su longitud. En la inmersién de la
izquierda, las longitudes de las caras son 3, 6 y 7; las longitudes de
las caras de la inmersién de la derecha son 3, 9 y 4.




Grafo dual

Proposicién
Si Fq,..., Fx son las caras de un grafo plano G y {(F) denota la
longitud de la cara F entonces

2E(G)| =) U(Fy).

Demostracion.
Las longitudes de las caras son los grados de los vértices duales.

Como |[E(G)| = |[E(G™)|, el resultado se sigue por el lema del
apreton de manos aplicado a G*:

k
2E(G)|=2[E(G")|= )Y dg-(v)=) L(F). O
i=1

veV(G*)



Grafo dual y Teorema de los cuatro colores

Sea G un grafo plano conexo, sin bucles ni aristas de corte.

Podemos interpretar un coloreo de las caras de G como un coloreo
propio de G*. En efecto, las aristas de G* representan la frontera
compartida entre distintas caras de G. Por lo tanto el minimo
nimero de colores necesarios para colorear propiamente las caras
de G es igual al nimero cromatico de G*.

Como el dual del dual de G es el propio G, cuatro colores alcanzan
para pintar las regiones de todo mapa plano si y sélo si todo grafo
planar tiene nimero cromatico a lo sumo 4.



Grafos bipartitos planares

Teorema
Si G es un grafo plano, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

© G es bipartito;
@ toda cara de G tiene longitud par;
© el grafo dual G* de G es euleriano.

Demostracion.

Que @ implica @ es inmediato porque la frontera de toda cara es
la unién de paseos cerrados y en un grafo bipartito todo paseo
cerrado es par. Para la reciproca, consideremos un ciclo C
cualquiera de G. Sea F la regidn encerrada por la curva simple
cerrada que representa C en el grafo plano G. Toda cara de G esta
contenida en F o es disjunta con F. (...)



Grafos planares bipartitos

Demostracién (cont.)

Si sumamos todas las longitudes de todas las caras contenidas en F
obtenemos un ndmero par, porque estamos asumiendo que todas
las caras tienen longitud par. Como en dicha suma todas las aristas
se cuentan dos veces, salvo aquellas de C, que se cuentan
exactamente una vez cada una, la cantidad de aristas de C es par.
Como C era un ciclo arbitrario de G, G es bipartito.

La equivalencia entre @ y @ se sigue del teorema de Euler de
caracterizacion de grafos eulerianos ya que G* es conexo y los
grados de los vértices de G* son las longitudes de las caras de

G. O]



Férmula de Euler

Teorema (Euler, 1758)

Si G es un grafo plano conexo con n vértices, e aristas y f caras
entonces
n—e+f=2

Demostracion.

Por induccién en el nimero de aristas.

Si e = 0 entonces G consiste en un tnico vértice y una sola cara
(la exterior). Por lo tanto,

n—et+f=1-0+1=2

Sea e > 1 y supdngase que la férmula vale para grafos con e — 1
aristas. Sea G un grafo con e aristas y sea a una arista cualquiera
de G. (...)



Férmula de Euler

Demostracién (cont.)
Aparecen dos casos:

» Caso 1: a es una arista de corte.
Sean G; y Gy las dos componentes de G — a. Sing, ey y f1
son las cantidades de vértices, aristas y caras de Gy,
respectivamente, y np, e y o las cantidades de vértices,
aristas y caras de Go, respectivamente, entonces

n=n;+mny, e=e;+e+1 y f=Ff +fr—1
Luego,

n—e+f=n;+ny—e; —e—1+f+1f—1
=(n1—e;+f1)+(n2—ex+f2)—2
:H|2+2_2:2



Férmula de Euler

Demostracién (cont.)

» Caso 2: a no es una arista de corte.
Entonces a pertenece a un ciclo y tiene a ambos lados dos
caras distintas de G. Por lo tanto, sin’/, e’ y f’ son las
cantidades de vértices, aristas y caras de G — q,
respectivamente, tenemos que:

n=n’, e=e +1 y f=f+1

Ademds, como G es conexo y a no es de corte entonces
G — a es también conexo. Finalmente,

n—e+f=n'—e —1+f +1l=n'—e'+f =42 0O



Férmula de Euler

Corolario
Todas las inmersiones planas de un grafo planar conexo tienen el
mismo nuimero de caras: f =e—n+ 2.

Observaciones

» Los duales de todas las inmersiones planas de un mismo grafo
planar conexo tienen todas el mismo nimero de vértices.

» La férmula de Euler se generaliza para grafos con k
componentes: n—e+f=k+ 1.

Ejemplo

i Cuantas caras tienen todas las representaciones planas de
cualquier grafo cubico planar conexo con 10 vértices?

El niimero de vértices es n = 10. El ndmero de aristas queda
determinado por el lema del apretén de manos, 2e = 3n = 30, es
decir, e = 15. Por el corolario, f=e—m+2=15—-104+2=7.



Grafos planares maximales

Teorema
Si G es un grafo planar simple con exactamente n vértices y e
aristas y . > 3 entonces

e<3n—6.
Mas adn, si G es libre de tridngulos entonces e < 2n — 4.

Demostracion.

Alcanza con probarlo para el caso en que G es conexo; de lo
contrario podemos agregar aristas hasta hacerlo conexo. Para
obtener una relacién entre e y n nos desharemos de f en la
férmula de Euler.

Comon >3y G es simple, la frontera de cada cara en una
inmersién cualquiera de G contiene al menos tres aristas. Si
€1, ..., % es una enumeracién de las longitudes de las caras
entonces 2e = {1 + ...+ {f > 3f.



Grafos planares maximales

Demostracién (cont.)

Luego, como G es conexo y el corolario anterior,

2
e—nt+2=f<
3
Esto implica que
3e—3n+6 < 2e.

Equivalentemente,
e<3n—6.

Cuando G es libre de tridngulos, cada cara tiene longitud al menos
4. Entonces 2e = {1 + ...+ €y > 4f. Luego, e —n+2 =1 < e/2.
De donde 2e — 2n + 4 < e; es decir, e < 2n — 4. O



Grafos planares maximales

Corolario
Los grafos Ks y K3 3 son no planares.

Demostracion.
Se sigue de inmediato del corolario anterior que K5 y K33 no son
planares porque tienen demasiadas aristas.

» Para Ks tenemos que e = 10 > 9 = 3n — 6, lo que contradice
el teorema anterior.

» De forma similar, a pesar de que K3 3 no tiene triangulos por
ser bipartito, tenemos que e = 9 > 8 = 2n — 4, contradiciendo
también al teorema anterior. O

Grafo planares maximales y triangulaciones

Un grafo planar maximal es un grafo planar simple que no es un
subgrafo generador de otro grafo planar.

Una triangulaciéon es un grafo plano simple en el que cada cara es
un ciclo de 3 vértices.



Grafos planares maximales

Proposicién
Para un grafo plano G simple con n > 3 vértices, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

@ G tiene 3n — 6 aristas;
@ G es una triangulacioén;

© G es un grafo plano maximal.

Demostracion.

Para probar la equivalencia entre @ y @, observamos que se sigue
de la demostracién del teorema anterior que e = 3n — 6 si y sélo si
2e = 3f, lo cual es equivalente a que la frontera de cada cara es un
ciclo de 3 vértices.

La equivalencia entre @ y @ se sigue de que G posee una cara
cuya frontera tiene longitud mayor que 3 si y sdlo si es posible
agregar una arista para obtener un nuevo grafo plano. O



Poliedros regulares

Informalmente, podemos pensar un poliedro regular como un sélido
cuyas caras consisten en poligonos regulares todos de la misma
cantidad de lados y con el mismo nlimero de aristas en cada
vértice. Cuando proyectamos el poliedro hacia una esfera y lo
proyectamos sobre un plano (proyeccién estereogréfica), obtenemos
un grafo plano regular con caras todas de la misma longitud. Por lo
tanto, su dual también es un grafo regular.

Sea G un grafo plano con n vértices, e aristas y f caras.
Supongamos que G es conexo, k-regular y que todas las caras
tienen longitud £ donde k, { > 3. El lema del apretén de manos
aplicado a G y G* nos da kn = 2e = {f. Reemplazandon y f en la
férmula de Euler obtenemos 2 =n—e+f =e(2/k — 1+ 2/0).
Como 2 y e son positivos, el otro factor debe también ser positivo;
es decir, 2/k + 2/€ > 1. Equivalentemente, (k —2)({ —2) < 4.



Poliedros regulares

Las unicas soluciones de (k — 2)(£ — 2) < 4 para enteros k,{ > 3

son:
k £ (k—2)f—2) e n f
3 3 1 6 4 4
3 4 2 12 8 6
4 3 2 12 6 8
3 5 3 30 20 12
5 3 3 30 12 20

Estas soluciones corresponden a los cinco sélidos platénicos: el
tetraedro, el cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro,
respectivamente.



Teorema de Kuratowski

Una subdivision de un grafo H es un grafo que se obtiene
subdividiendo cero o mas veces algunas aristas de H.

Lema
Si un grafo tiene un subgrafo que es una subdivisién de Ks o K33
entonces G no es planar.

Demostracién.

Como todo subgrafo de un grafo planar es planar, alcanza con
probar que las subdivisiones de K5 y K3 3 no son planares. En
efecto, si alguna subdivisién de K5 o Kz 3 fuera planar entonces las
curvas de una inmersién plana de dicha subdivisién se podrian usar

para obtener una inmersién plana de Ks o K3z 3, absurdo. ]
Kazimierz Kuratowski (1930) probé que la propiedad de no
contener subdivisiones de Ks y K3 3 caracteriza los grafos planares.
Teorema (Kuratowski, 1930)

Un grafo es planar si y sélo si no contiene una subdivisién de Kg ni
de K3’3.



Teorema de Kuratowski

Subgrafo de Kuratowski

Un subgrafo de Kuratowski de G es un subgrafo de G que es una
subdivisién de Ks o K3 3.

Grafo minimalmente no planar

Un grafo minimalmente no planar es un grafo no planar tal que
todo subgrafo propio es planar.

Obtendremos una demostracién del Teorema de Kuratowski
probando las siguientes dos afirmaciones:

» todo grafo minimalmente no planar sin subgrafos de
Kuratowski debe ser 3-conexo;

» todo grafo 3-conexo sin subgrafos de Kuratowski es planar.



Teorema de Kuratowski

Lema

Si F es el conjunto de aristas de una cara de una inmersién plana
de G entonces G tiene una inmersién plana donde F es el conjunto
de aristas de la cara exterior.

Demostracion.

Proyectamos la inmersién en la esfera, donde los conjuntos de
aristas de las regiones se preservan y todas las regiones son
acotadas. Luego proyectamos estereograficamente sobre el plano
desde un punto en el interior de la regién sobre la esfera cuya
frontera estd formada por las aristas de F. O

Para los lemas que siguen, necesitamos la siguiente definicion.

Lébulos

Si S es un conjunto de vértices de un grafo G, se llama S-Iébulo de
G a cada uno de los subgrafos de G inducidos por la unién entre S
y el conjunto de vértices de alguna componente de G — S.



Teorema de Kuratowski

Lema
Todo grafo minimalmente no planar es 2-conexo.

Demostracion.

Sea G un grafo minimalmente no planar. El grafo G no puede ser
disconexo ya que, de lo contrario, podriamos obtener una
inmersién plana de G encerrando una inmersién plana de una
componente de G en una cara cualquiera de una inmersién plana
del resto del grafo.

Supongamos, por el absurdo, que G tuviese un vértice de corte v y
sean Gy, ..., Gk los {v}-I6bulos de G. Por la minimalidad de G,
cada Gj es planar. Por el lema anterior, existe una inmersién plana
de cada Gj en la cual v yace sobre la frontera de la cara exterior.
Comprimimos cada inmersién para que quede comprendida en un
angulo menor a 27t/k visto desde v y combinamos dichas
inmersiones para obtener una inmersién plana de G. Esta
contradiccién muestra que G es 2-conexo. []



Teorema de Kuratowski

Lema

Sea S = {x,y} un conjunto separador de G. Si G es no planar,
entonces agregando una arista xy a algtn S-Iébulo de G se obtiene
un grafo no planar.

Demostracion.

Sean Gy, ..., Gy los S-lébulos de G y sea H; = G; + xy para cada
ie{1,..., kL

Supongamos, por el absurdo, que H; es planar para cada

i€ {l,...,k}. Entonces, por un lema anterior, cada H; admite una
inmersién plana donde xy yace sobre la frontera de la cara exterior.
Para cada i €{2,...,k}, esto permite unir H; a una inmersién
plana de H; U---UH;_1 en una cara que tiene xy en su frontera.
Finalmente, borrando la arista xy, si no era parte de G, se obtiene
una inmersién plana de G. Esta contradicién muestra que H; debe
ser no planar para algin i €{1,..., k}. Ol



Teorema de Kuratowski

A continuacién mostraremos que un (hipotético) contraejemplo al
Teorema de Kuratowski debe ser 3-conexo.

Lema

Si G es un grafo con minima cantidad de aristas entre todos los
grafos no planares sin subgrafos de Kuratowski entonces G es
3-conexo.

Demostracion.

La remocién de una arista no puede crear un subgrafo de
Kuratowski. Luego, por la minimalidad de G, removiendo una
arista cualquiera de G se obtiene un grafo planar; es decir, G es
minimalmente no planar. Por un lema anterior, G es 2-conexo.
Supongamos que G tiene un conjunto separador S = {x,y}. Como
G es no planar, por el lema anterior, alglin S-I6bulo de G mas una
arista xy no es planar. Sea H dicho grafo. Como H tiene menos
aristas que G, la minimalidad de G fuerza que H tenga un
subgrafo F de Kuratowski. Todas las aristas de F, salvo quiza la
arista xy, estan contenidas en G. (...)



Teorema de Kuratowski

Demostracién (cont.)

Como S es un conjunto separador minimal, ambos x e y tienen
vecinos en cada componente de G — S. Por lo tanto podemos
reemplazar xy con un x, y-camino en otro S-Iébulo para obtener
un subgrafo de Kuratowski de G. Esta contradiccién provino de
suponer que G tenia un conjunto separador de tamafio 2. Como G
es 2-conexo, concluimos que G es 3-conexo. []



Inmersiones convexas

Para completar la demostracién del Teorema de Kuratowski,
alcanza con probar que los grafos 3-conexos sin subgrafos de
Kuratowski son planares. Lo haremos por induccién. Para facilitar
la prueba del paso inductivo resulta conveniente en realidad
demostrar una afirmacién mis fuerte.

Inmersién convexa

Una inmersion convexa de un grafo es una inmersién plana en la
cual cada arista es un segmento y la frontera de cada cara es un
poligono convexo.

Tutte (1960 y 1963) probd que todo grafo 3-conexo planar tiene
una inmersion convexa. Este resultado es ajustado en términos de
conectividad porque Ky ; no tiene una inmersién convexa para
ninglin n > 4.

Para probar el Teorema de Kuratowski, se adopta el enfoque de
Thomassen (1980) que consiste en probar la afirmacién mds fuerte
de Tutte para grafos 3-conexos sin subgrafos de Kuratowski.



Inmersiones convexas

La demostracién por induccién requiere encontrar un grafo mas
pequefio que sea 3-conexo y sin subgrafos de Kuratowski al que
aplicarle la hipédtesis inductiva.

Lema (Thomassen, 1980)

Todo grafo 3-conexo G con al menos cinco Vvértices tiene una arista
e tal que G - e es 3-conexo.

Demostracion.

Consideremos una arista e con extremos x e y. Si G - e no es
3-conexo entonces tiene un conjunto separador S de tamano 2.
Como G es 3-conexo, S debe incluir el vértice obtenido al contraer
e. Sea z el otro vértice de S y llamémoslo companero del par
adyacente x, y. Por construccidn, {x,y, z} es un conjunto separador
de G de tamafio 3.

Supongamos, por el absurdo, que G no tiene ninguna arista cuya
contraccién resulta en un grafo 3-conexo. Luego, todo par de
vértices adyacentes tiene un compaiiero. (...)



Inmersiones convexas

Demostracién (cont.)

Entre todas las aristas de G, elegimos e = xy y un compaiiero z
tal que el grafo disconexo G — {x,y, z} tenga una componente H
con el mayor nimero posible de vértices. Sea H’ otra componente
de G —{x,y, z}. Como {x, y, z} es un conjunto separador minimo,
cada uno de x, y y z tiene un vecino en cada uno de H y H’. Sea
u el vecino de z en H' y sea v el compafiero de u, z. En particular,
G —{z,u, v} es disconexo. Por la eleccién de x, y y z, G —{z,u, v}
no puede tener una componente con mas vertices que H.

Como el subgrafo ] inducido por V(H) U{x, y} es conexo y
{z,u}NV(]) =0, v debe ser un vértice de corte de J. Como H es
conexo y tanto x como y tienen vecinos en H, v ¢ {x, y}; es decir,
v € V(H). Luego, para algin w € V(H —v), v debe pertenecer a
todos los caminos en ] que unen a w con x y aquellos que unen a
w con y. Pero por construccién, {v, z} seria un u, w-separador en
G, contradiciendo la 3-conexidad de G. Esta contradiccién prueba
que G - e es 3-conexo para alguna arista e de G. O



Inmersiones convexas

Vamos a mostrar que la contraccion de aristas preserva la ausencia
de subgrafos de Kuratowski. Llamaremos vértices de ramificacién
en una subdivisién H’ de un grafo H a los vértices de grado al
menos 3 en H’.

Lema
Si un grafo G no contiene subgrafos de Kuratowski entonces G - e
tampoco los contiene.

Demostracion.

Equivalentemente, probaremos que si G - e tiene un subgrafo H de
Kuratowski entonces G también.

Sea z el vértice de G - e obtenido por contraccién de e =xy. Si z
no estd en H entonces el propio H es un subgrafo de Kuratowski
en G. Si z € V(H) pero z no es un vértice de ramificacién entonces
obtenemos un subgrafo de Kuratowski en G a partir de H
reemplazando z con x o y o con la arista xy. (...)



Inmersiones convexas

Demostracién (cont.)

De forma similar, si z es un vértice de ramificacién de Hy a lo
sumo una arista de H incidente en z es incidente en x en G
entonces, reemplazando z por xy alarga el camino e y es el
vértices de ramificacidén correspondiente para un subgrafo de
Kuratowski en G.

Solo resta considerar el caso en que H es una subdivisién de Ks y z
es un vértice de ramificacién y las cuatro aristas incidentes en z
consisten en dos aristas incidentes en x y dos incidentes en y en

G. (...)



Inmersiones convexas

Demostracién (cont.)

En este caso, sean u; y up los vértices de ramificacién que son los
extremos opuestos de los caminos que dejan z en aristas incidentes
en x y sean vi y v vértices de ramificacién que son los extremos
opuestos de los caminos que dejan z en aristas incidentes a y en G.

Uy Vi Uy Vi

V2 uz V2 18%

Borrando el uy, upy-camino y el vi, vo-camino en H, obtenemos una
subdivisién de K33 en G, en la cual y, us, us son los vértices de

ramificacion de un lado de la biparticién y x, v1, v2 son los vértices
de ramificacién del otro lado de la biparticion. []



Teorema de Kuratowski

Teorema (Tutte, 1960 y 1963)

Si G es un grafo 3-conexo que no contiene subdivisiones de Ks ni
de K33 entonces G tiene una inmersién convexa en el plano sin
tres vértices colineales.

Demostracién (Thomassen, 1980 y 1981).

Por induccién en el nimero de vértices n de G.

Sim < 4, el Unico grafo 3-conexo con a lo sumo cuatro vértices es
K4, el cual tiene una inmersidn convexa sin tres vértices colineales.
Sea n > 5. Sea e una arista tal que G - e es 3-conexo, cuya
existencia asegura un lema anterior. Sea z el vértice obtenido por
la contraccién de e. Por el lema anterior, G - e no contiene
subgrafos de Kuratowski. Por hipdtesis inductiva, G - e tiene una
inmersién convexa H sin tres vértices alineados. (...)



Inmersiones convexas

Demostracién (cont.)

En la inmersién H, el subgrafo que se obtiene borrando las aristas
incidentes en z tiene una cara que contiene a z (que podria ser la
cara exterior). Como H — z es 2-conexo, la frontera dicha cara es
un ciclo (Ejercicio). Todos los vecinos de z se encuentran sobre el
ciclo C. Los vecinos de z en G - e son vecinos de x o y (o0 ambos)
en G, donde x e y son los extremos de e en G.

La inmersién convexa H incluye segmentos de recta de z a todos
sus vecinos. Sean x1, ..., X los vecinos de x seglin su orden ciclico
en C. Consideramos tres casos. (...)



Inmersiones convexas

Demostracién (cont.)

> Caso 1: x ey comparten tres vecinos u, v, w.

En este caso, las aristas de C junto con la arista xy y las
aristas entre {x,y} y {u, v, w} forman una subdivisién de Ks.

w



Inmersiones convexas
Demostracién (cont.)

» Caso 2: y tiene dos vecinos uw y v que alternan en C con los

vecinos X; y Xj4+1 de x para algtin j (donde los subindices son
madulo k).

En este caso, las aristas de C con los caminos uyv, xjxx; 1y
xy forman una subdivisién de K3 3.

Xj+1



Inmersiones convexas

Demostracidn.

» Caso 3: No se da ninguno de los dos casos anteriores.

Afirmamos que en este caso todos los vecinos de y se
encuentran en la porcién de C entre xi y xi+1 (ambos
posiblemente incluidos) para algin i (donde los subindices son
mddulo k). En efecto, como G es 3-conexo y x e y no tienen
tres vecinos en comun, y tiene alglin vecino u que no es un
vecino de x. Sea 1 tal que u se encuentra en la porcién de C
entre xi y Xi+1. Como por hipdtesis y no tiene ninglin vecino
v tal que wy v ocurren alternadamente en C con Xi y Xi4+1
entonces la afirmacién es cierta. (...)



Inmersiones convexas

Demostracién (cont.)

Obtenemos una inmersién convexa de G reemplazando z por x y
poniendo Y en un punto cercano a z en la regién encerrada por C
y los segmentos de recta xxi y XXi41-

Xi+1 Xit+1

Xi Xi

El resultado se sigue por induccién.



Coloreo de grafos planares

Lema
Todo grafo planar tiene al menos un vértice de grado a lo sumo 5.

Demostracion.
Si todos los vértices de un grafo planar G tuviesen grado al menos
6 entonces tendriamos que 2e > 6n. Pero esto contradiria la

desigualdad e < 3n — 6. O



Teorema de los cinco colores

Teorema de los cinco colores (Heawood, 1890)
Cada grafo planar es 5-coloreable.

Demostracion.

Usamos induccién en n = |V(G)|. Si n < 5 entonces G es
trivialmente 5-coloreable.

Supongamos que n > 5 vy, por hipétesis inductiva, que todos los
grafos planares con menos de n vértices son 5-coloreables. Sea G
un grafo planar con n + 1 vértices. Por el lema anterior, G
contiene un vértice v de grado a lo sumo 5.

Por hipdtesis inductiva, el grafo G —v es 5-coloreable.
Consideremos un 5-coloreo propio de G — v cualquiera. Si los
vecinos de v no usaran los cinco colores entonces coloreando v con
el color faltante obtendriamos un 5-coloreo de G y no habria mas
nada que probar. Por lo tanto solo hace falta considerar el caso en
que dg(v) =5 vy los vecinos de v estdn coloreados con cinco
colores distintos. (...)



Teorema de los cinco colores

Demostracién (cont.)

Consideremos una representacién plana fija de G. Permutando los
colores de ser necesario, podemos asumir que los colores 1, 2, 3, 4
y 5 estdn dispuestos en sentido antihorario alrededor de v.
Llamamos v; al vértice de color 1.

Sea Gj,j el subgrafo de G — v inducido por los vértices de colores i
y j. Intercambiando los colores i y j en cualquier componente de
Gi,j nos da un nuevo 5-coloreo de G —x. Si la componente de Gy
que contiene a v{ no contuviese a v;j entonces podriamos
intercambiar los colores iy j en la componente de Gij que
contiene a v; para conseguir un nuevo 5-coloreo de G en el que v
no tuviese ningtn vecino de color i y G seria 5-coloreable.
Concluimos que G es 5-coloreable a menos que para cada eleccién
de iy j, la componente de G;; que contiene a v; también contiene
a Vj.



Teorema de los cinco colores

Demostracién (cont.)

Sea Pi; un camino en Gy ; que une v; con vj. El ciclo que se
cierra con P13 y el vértice v separa v, de v4. Como G es planar, el
camino P2 4 tiene que cruzar dicho ciclo en alglin punto de P 3.
Pero los vértices de P; 3 tienen todos colores 1y 3y los de P2 4
todos colores 2 y 4. Esta contradiccién prueba que G es
5-coloreable.

O



