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Régimen de cursada

» Cursada:

1. Clases: martes y jueves de 14 a 17, aula 1304 Pabellén Cero

» Evaluaciones:

1.

Dos takehomes (individuales). Se aprueba con 5 (cinco) cada

uno de ellos.

Se promocionan si aprueban los takehomes. La nota de la

promocién es el promedio de las notas de los takehomes.

» Se puede sumar hasta dos puntos bonus para la nota de

promocidn a través de cuestionarios sorpresivos (quices) en 4 a
5 de las clases. En algiin momento de la clase, los alumnos
presentes deberan firmar una planilla de control y se publicara
el link del cuestionario. Las respuestas deben ser enviadas al
finalizar la clase.



Teoria de Complejidad

» Un algoritmo eficiente es un algoritmo de complejidad
polinomial.

» Un problema estd bien resuelto si se conocen algoritmos
eficientes para resolverlo.

» El objetivo es clasificar los problemas segtin su complejidad.

> Un problema de decisién es un problema cuya respuesta es
si 0 no.

» La clasificacidn y el estudio de teoria de complejidad se hace
para problemas de decisién.



Distintas versiones de un problema de optimizacién [l

Dada una instancia / del problema [1:

» Version de evaluacion: Determinar el valor de una solucién
Optima de I1 para /.

» Versidn de optimizacion: Encontrar una solucién éptima del
problema 1 para / (de valor minimo o maximo).

» Versién de decisién: Dado un niimero k, jexiste una solucién
factible S de I para / tal que ¢(S) < k si el problema es de
minimizacién (o ¢(S) > k si el problema es de
maximizacién)?

» Version de localizacion: Dado un nimero k, determinar una
solucion factible S de 1 para / tal que ¢(S) < k.



Ejemplo: Problema del viajante de comercio

Dado un grafo G con longitudes asignadas a sus aristas:

» Version de evaluacion: Determinar el valor de una solucidon
Optima, o sea la longitud de un circuito hamiltoniano de G de
longitud minima.

» Versidn de optimizacion: Determinar un circuito
hamiltoniano de G de longitud minima.

» Versidn de decision: Dado un nimero k, jexiste un circuito
hamiltoniano de G de longitud menor o igual a k7

» Versién de localizacion: Dado un nidmero k, determinar un
circuito hamiltoniano de G de longitud menor o igual a k.



Distintas versiones de un problema de optimizacién [l

i Qué relacion hay en la dificultad de resolver las distintas versiones
de un mismo problema?

Si resolvemos el problema de decisién, podemos en general:

» Resolver el problema de evaluacién usando bisqueda binaria
sobre el parametro k.

> Resolver el problema de localizacién resolviendo el problema
de decisién para el parametro k para una version reducida de
la instancia.

» Resolver el problema de optimizacién resolviendo el problema
de decisidn para el valor éptimo para una versién reducida de
la instancia.



Problemas intratables

Definicién: Un problema es intratable si no puede ser resuelto por
algtin algoritmo eficiente.

Un problema puede ser intratable por distintos motivos:

» El problema requiere una repuesta de longitud exponencial
(ejemplo: pedir todos los circuitos hamiltonianos de longitud a
lo sumo k).

» El problema es indecidible (ejemplo: problema de la parada).

» El problema es decidible pero no se conocen algoritmos
polinomiales que lo resuelvan.



Las clases P y NP

Definiciones:

» Un problema de decisién pertenece a la clase P (polinomial)
si existe un algoritmo polinomial para resolverlo.

» Un problema de decisién pertenece a la clase NP (polinomial
no-deterministicamente) si dada una instancia de Sl y
evidencia de la misma, puede ser verificada en tiempo
polinomial.

Relaciones entre las clases:

> PC NP

» Problema abierto: ;Es P = NP? (problema abierto mas
importante de teoria de la computacién)



Ejemplos de problemas en NP

» Suma de enteros.

» Multipliacién de enteros.

> Arbol generador minimo.

» Clique maxima.

» Camino minimo entre un par de nodos.

» Problema del viajante de comercio.

» Conjunto independiente de cardinal maximo.

» Problema de satisfabilidad (SAT): Dado un conjunto de
cldusulas Gy, ..., C,, formadas por literales basados en las
variables booleanas X = {xi,...,x,}, determinar si hay una
asignacién de valores de verdad a las variables de X tal que la
expresion C; A Gy A ... A Cp, sea verdadera.



Maquinas de Turing no-deterministicas (MTND)

Los componentes de una MTND son:

» Cinta infinita dividida en celdas iguales que pueden contener
un dnico simbolo de un alfabeto finito 2. Es la entrada.

» Cabeza de lectura escritura que apunta a una de las celdas.
» Un conjunto estados posibles Q. En Q hay un estado inicial
go y al menos un estado final. En todo momento, la maquina

debe estar en algun estado, llamamos al estado actual g;.

» Una tabla de quintdplas T C Q x ¥ x Q x ¥ x {—1,+1,0}
que representa al programa.



Maquinas de Turing no-deterministicas (MTND)
La operatoria de una MTND:

1. lectura del simbolo t; inscripto en la celda senalada por la
cabeza.

2. Buscar en T las entradas cuyas primeras dos coordenadas
coinciden con (gj, t;). En el caso de no hallar ninguna entrada,
rechazar la entrada. Si hay s > 0 entradas, se debe clonar
para tener s hilos/copias de ejecucién paralelas, una por cada
entrada (gi, tj, gr, tr, n¢) encontradas. Cada hilo/copia debe
continuar a partir de la siguiente instruccién.

3. guarda en esta celda el simbolo t.
4. transicién al estado gr.

5. movimiento de la cabeza de lectura/escritura a izquierda (-1),
derecha (41) o inmdvil (0), de acuerdo al valor de ny.

6. si gr es un estado final entonces parar todos los hilos/copias
de ejecucidn y aceptar la entrada. Caso contrario, empezar de
nuevo el ciclo de la operatoria.



Maquinas de Turing no-deterministicas (MTND)

» Una Mdquina de Turing deterministica (MTD) es un caso
particular de una MTND, donde s siempre vale 1.

» Una MTND resuelve un problema de decisidn si alguna de las
copias para en un estado de aceptacidén cuando se ejecuta
sobre una instancia de S| y ninguna copia lo hace para
instancias de NO.

» La complejidad temporal de una MTND se define como el
maximo nlimero de pasos que toma reconocer una entrada
aceptable en funcién de su tamano.



Clase NP - Otra caracterizacién

Un problema de decisidn estd en la clase NP si las instancias de Sl
son reconocidas por una mdquina de Turing no-deterministica
polinomial.

La clase NP se puede definir como el conjunto de problemas de
decisidn que se pueden resolver por un algoritmo polinomial
no-deterministico.

Lema: Si I es un problema de decisién que pertence a la clase NP,
entonces 1 puede ser resuelto por un algoritmo deterministico en
tiempo exponencial respecto del tamafio de la entrada.



Algoritmo no-deterministico - Conj. Independiente Maximo

Dado un grafo G = (V, X), jtiene G un conjunto independiente de
tamaiio mayor o igual a k?

Selecc(S): funcién multivaluada que retorna un elemento de S y crea |S|
copias del algoritmo, una para cada elemento de S.

Falla: hace que la copia que se estd ejecutando pare.
Exito: retorna VERDADERO vy hace que todas las copias paren.

=0
mientras S # () hacer
v := Selecc(S)
S:=S\{v}
si [(v)N/I=10 entonces | :=/U{v}
si |l| > k entonces Exito
fin mientras
Falla



Transformaciones polinomiales

Deficiones:

» Una transformacién o reduccién polinomial de un
problema de decisién 1y a uno Iy es una funcién polinomial
que transforma una instancia /; de Iy en una instancia I de
I, tal que /; tiene respuesta Sl para Iy si y sélo si b tiene
respuesta Sl para 5.

» El problema de decisién [1; se reduce polinomialmente a
otro problema de decisién [y, M1 <, [y, si existe una
transformacién polinomial de I a M.

Las reducciones polinomiales son transitivas, es decir, si 1y <, I
y > <, T3, entonces Iy <, [3.



Problemas NP-Completos

Definicién: Un problema de decisién I1 es NP-completo si:
1. Ne NP
2.V e NP, M<,N

Teorema de Cook (1971): SAT es NP-completo.



Problemas NP-Completos

Usando la transitividad de las reducciones polinomiales, a partir de
este primer resultado podemos probar que otros problemas son
NP-Completos.

Si N es un problema de decisién, podemos probar que I €
NP-completo encontrando otro problema [1; que ya sabemos que
es NP-completo y demostrando que:

1. Me NP.

2. My <, N

Desde 1971, se ha probado la NP-completitud de muchos
problemas usando este método.



Problemas NP-Completos

» CLIQUE (dado un grafo G = (V, X) y un entero positivo k,
i G tiene una clique de tamafio mayor o igual a k?) es
NP-Completo.

Para demostrar que CLIQUE es NP-Completo, alcanza con
probar que:

1. CLIQUE € NP.
2. Para algin problema 1 € NP-Completo, 1 <, CLIQUE.

» Conjunto independiente (dado un grafo G y un entero
positivo k, j G tiene un conjunto independiente de tamano
mayor o igual a k7) es NP-Completo.

» Recubrimiento de aristas (dado un grafo G y un entero
positivo k, j G tiene un recubrimiento de aristas de tamafo
menor o igual a k?) es NP-Completo.



La clase NP-Dificil

Definicién: Un problema de decisiéon 1 es NP-dificil si todo otro
problema de NP se puede transformar polinomialmente a I1.

(En la practica esta definicidn a veces se usa por un abuso de
lenguaje también para problemas que no son de decisién y cuya
version de decisiéon es NP-completa.)



La clase Co-NP

>

Un problema de decisién pertenece a la clase Co-NP si dada
una instancia de NO y evidencia de la misma, puede ser
verificada en tiempo polinomial.

El problema complemento de un problema de decisién I1,
[1¢, es el problema de decisiéon que responde al complemento
de la decisién de T1.

Ejemplo: problema de primalidad y problema de nimero
compuesto.

El problema complemento tiene respuesta NO si y sélo si I1
tiene respuesta Sl.

La clase Co-NP es la clase de los problemas complemento de
los problemas de la clase NP.

La clase de los problemas polinomiales (P), estd contenida
también en Co-NP.



Problemas abiertos de Teoria de Complejidad

Con estas nuevas definiciones tenemos los siguientes problemas
abiertos:

> ;Es P=NP?
> ;Es Co-NP=NP?

» ;Es P=Co-NP N NP?



Las incdgnitas...

NP NP

NP-Completo
NP-Completo

P=NP

NP-Intermedio

= NP-Completo

Tres mapas posibles para las clases de complejidad



Las incdgnitas...

Co-NP NP

Co-NP-Completo NP-Completo

Situacién si se probara que P # NP, NP # Co — NP,
P # Co— NP N NP



Extensién de un problema

Definicién: El problema I es una restriccién de un problema I si
el dominio de I1 estd incluido en el de T1.

> Se dice que M es una extensién de .

» Si M € NP-Completo, entonces M € NP-Dificil.
Ejemplos:

» Isomorfismo de subgrafos es una extensién de CLIQUE.

> Viajante de comercio es una extensién de Circuito
Hamiltoniano.

» 3-SAT es una restriccién de SAT. Sabiendo que SAT es
NP-completo, jpodemos sacar de esto una conclusién sobre la
complejidad de 3-SAT?



Algoritmos Pseudopolinomiales

Definicién: Un algoritmo para resolver un problema [1 es
pseudopolinomial si la complejidad del mismo es polinomial en
funcién del valor de la entrada.

Ejemplos:
» Primalidad.

» El problema de la mochila es NP-Completo, sin embargo,
existe un algoritmo de complejidad O(nB) que lo resuelve,
donde n es la cantidad de objetos y B el peso maximo que se
puede cargar en la mochila (asumiendo que los pesos son
nimeros enteros no negativos).



Teoria de Complejidad

» ;i Qué hacer ante un problema del que no sabemos en que
clase esta?

» ;i Qué importancia tiene saber si un problema estd en P o no,
desde el punto de vista tedrico?.

» ;i Qué importancia tiene la misma pregunta desde el punto de
vista practico, o sea ante una aplicacion real que se quiere
resolver?

» ;i Qué hacemos si el problema que tenemos en la practica
sabemos que es NP-completo?



